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SUR LES PROPRIETES DES FONCTIONS

DEFINIES PAR

LES EQUATIONS AUX DIFFERENCES PARTIELLES.

INTRODUCTION.

Le probleme de I'intégration des équations aux différences partielles
a été abordé des le siecle dernier par les géometres; mais ce n’est qu’au
commencement de ce siecle que Cauchy et Jacobi sont parvenus & ra-
mener complétement I'intégration des équations aux dérivées partielles
du premier ordre a celle des équations différentielles ordinaires.

Toutefois la question n’était point épuisée, car ce dernier probleme,
I'intégration des équations aux différentielles ordinaires, était loin
d’étre résolu. L’existence méme de I'intégrale n’était pas démonirée
d’une maniére rigoureuse.

Cauchy aborde ce nouveau probleme, et, dans le Tome XIV des
Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences (p. 1020-1023), il
imagine pour le résoudre un nouveau mode de calcul qu’il appelle calcu!
des limites, et il démontre que les équations différentielles ordinaires
admettent une intégrale; il définit completement cette intégrale, ou
plutdt un élément de cette intégrale, en montrant qu'elle peut se
représenter en général par une série ordonnée suivant les puissances

croissantes de la variable et convergentes dans de certaines limites.
1




(2)
C’est donc une intégration complete, mais qui ne nous fait pas con-
naitre la valeur que prend la fonction cherchée quand on donne a cette
variable une valeur quelconque, mais seulement quand le module de
celte variable reste plus petit qu'une quantité donnée.

Dans le Tome XV des Comptes rendus des séances de I’ Académie des
Sciences, il applique les procédés du calcul deslimites d’abord aux équa-
tions linéaires aux différences partielles du premier ordre (p. 44-58),
puis & un systeme quelconque d'équations aux différences partielles
d’ordre quelconque (p. 85-101). Il recherche quelle estl'intégrale de ces
équations qui est assujettie a se réduire, quand 'une des variables s’an-
nule, a certaines fonctions données des autres variables indépendantes, et
il démontre que cette intégrale peut encore, en général, se représenter
par une série ordonnée suivant les puissances croissantes des variables.

Enfin, dans le Tome XVI (p. 572), il recherche comment on devrait
aborder le probleme quand l'intégrale particuliere que I'on étudie est
assujettie a d'autres conditions qu’a celle de seréduire, quand I'une des
variables s’annule, 4 certaines fonctions données des autres variables.

Dans le cas le plus général, le probleme qui nous occupe a donc été
- complétement résolu par Cauchy.

1l a été depuisrepris par deux géometres. Dans unc These inaugurale,
insérée dans le Tome 80 du Journal de Crelle (p. 1 et suivantes), M™ de
Kowalewski a démontré de nouveau des théoremes déja trouvés par
Cauchy; enfin M. Darboux en ainséré une démonstration nouvelle dans
le Tome LXXX des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences
(p- 101). Toutefois, il existe encore des cas ou le théoreme de Cauchy
ne peut pas s'appliquer et ol I'intégrale soit d’une équation différen-
tielle ordinaire, soit d'une équation aux différences partielles, ne peut
se représenter par une série convergente ordonnée suivant les puis-
sances croissantes des variables.

Pour les équations différentielles ordinaires, ces cas exceptionnels
ont été étudiés par MM. Briot et Bouquet, dans un Mémoire intitulé
Meémoire sur les fonctions définies par les équations différentielles et inséré
dans le Tome XXXVI du Journal de I’Ecole Polytechnique.

Mon but, dans ce travail, est d’éludier de méme, pour les équations
aux différences partielles du premier ordre, les cas exceplionnels ot le
théoreme de Cauchy ne s’applique plus.
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Ces cas sont de deux sortes : ou bien la difficulté provient, non de la
forme méme de I'équation proposée, mais de la maniére dont est défi-
nie U'intégrale particuliére que I'on étudie; ou bien elle est due a la
forme de 1'équation proposée. De la la division naturelle de ce travail
en deux Parties. La premiere est destinée 3 'étude des exceptions de Ia
premiere sorte et nous amenera i reconnaitre que I'on peut obtenir
I'expression implicite de I'intégrale en égalant a zéro certaines fonc-
tions des variables de I'intégrale et de ses dérivées du premier ordre,
et que ces fonctions peuvent se représenter par des séries ordonnées
suivant les puissances croissantes de ces quantités.

Dans la deuxiéme Partie, on étudie la seconde sorte de singularités;
mais je n’ai pu arriver & des résultats que quand certains coefficients
salisfont & certaines conditions de signe, et j’ai été obligé de laisser de
coté les cas ol ces conditions ne sont pas remplies.

Avant d’aborder le probleme qui est ’objet principal de ce Mémoire,
j'ai du étudier, dans des lemmes préliminaires, quelques propriétés
générales des fonctions, et, en particulier, rechercher ce qui se passe
quand on ne peut plus appliquer les théoremes de MM. Briot et Bouquet,
relatifs aux fonctions définies par des équations dont le second membre
est zéro, et le premier membre une série ordonnée suivant les puis-
sances croissantes des variables et des fonctions cherchées.

LEMMES PRELIMINAIRES.

On sait qu’une fonction z de n variables x,, x,, ..., 2, (ou plutét
un élément de cette fonction) est dite holomorphe en x, — a,, x;— a,,
..y Ty —a, quand on peut la représenter dans une certaine étendue
par une série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes
dex,—a, x3—ay, ..., &, —a, (&,, a3, ..., @, étant des constantes
données). |

Pour que cela ait lieu, il faut et il suffit que la fonction z reste
finie, continue et monodrome quand les modules de z, — a,, z, — a,,
..+ &y — &, vestent plus petits que certaines quantités données.
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Théoréme de MM. Briot et Bouquet.

MM. Briot et Bouquet ont démontré que, sip fonctions z,, 35, ..., 5
de n variables x,, x,, ..., x, sont définies par p équations dont le
second membre est zéro et les premiers membres sont p fonctions holo-
morphes en z,— B,,3, — Ba, ...y 3p— Bpy Ty — &)y Ty —Ags «..y Tp— 0y
(les o et les (3 étant des constantes), si ces p équations sont satisfaites
quand on fait

3=0, 2=20, ..., =0 xi=a, T2=ay ..., Tn=0dn

st pour le méme systéme de valeurs le déterminant fonctionnel des pre-
miers membres des p équations par rapport aux p fonctions z n'est pas
nul, les p fonctions z ainsi définies sont holomorphes en xz, — a,,
XLy —Ugy vy Tp— Cyo o

Je ferai dans la suite un fréquent usage de ce théoréme, et je m’en
servirai en particulier pour démontrer les lemmes qui vont suivre.

Definition. — Nous dirons qu’une fonction z de n variables z,,

&y, ..., x, est algébroide de degré menx, —a,, , — a5, ..., x,— 2,
quand elle satisfera & une équation de la forme

(3—B)"+ Apa (2—B)"'+. .+ A(3—B)+A, =0,

ol A, ..., A, A, sont des séries ordonnées suivant les puissances
croissantes de x, — «,, ; — @,, ..., &, — a,, qui restent convergentes
quand les modules de , — a,, ©; — «,, . .., , — @, reslent plus petits
que certaines quanlités données et qui s’annulent quaad

Xy =0y T3 Rzy eeey Ln=—Ap.
Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons que
a=t=...=au=p=n0.
Nous pouvons toujours le faire, car, si gela n’élait pas, on ferait
=y 4o, Tr=)r+%, . ., Ta=)ut+as 3=2z+0,

et avec ces nouvelles variables on serait ramené au cas ol les & et
sont nuls.
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Leume . — Si une fonction 3 est algébroide de degré m en x,, x,,
vevs Xy €t que Lon y remplace z,, x,, ..., x, par des fonctions holo-
morphes en t s’annulant quand t = o, la fonction z est développable en
une série convergente dans une certaine étendue et ordonnée suivant les

puissances croissantes de t’%, p €étant un nombre entier tel que
psm.
En effet, reprenons I'équation
"+ An 3 ...+ A+ A =0,
Remplacons dans celte équation
Ziy Lay -+ oy Ta
par certaines fonctions
Pu(8)s 9alt)s - eos 0a(t)

holomorphes en ¢ et s’annulant avec cette variable. Les A deviendront
des fonctions holomorphes en ¢ et s'annuleront pour ¢= o, puisqu’ils

s’annulent pour
X =& =...=Zp=—=0.

La fonction z devient ainsi une fonction de ¢ susceptible de m valeurs.

Quand on fera varier ¢ de telle maniére que le point qui représente

sa valeur imaginaire sur un plan décrive un contour autour du

point z=o, il y aura p de ces m valeurs qui se permuteront circu-
1

lairement comme les p valeurs de ¢”. Il est évident que, si 'ondonne
a z une de ces p valeurs comme valeur initiale et qu’on fasse décrire

1
a 2 un chemin tel que ¢? revienne 2 sa valeur primitive, z reviendra
aussi 2 sa valeur initiale. De plus, z conserve une valeur finie quand le
module de ¢ reste inférieur & une limite donnée, et, étant une fonction
1
continue de ¢, est aussi une fonction continue de ¢”.
1
Donc z est holomorphe en ¢?, et il est d’ailleurs évident que

f» Sm. C. Q. F. D.
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Dans les deux lemmes qui vont suivre, on considérera une fonction z
de n variables z,, ,, ..., x, définie par une équation

¢(z)=o,
dont le premier membre ¢(z) est une série

Aj+Az+ Az +...

ordonnée suivant les puissances croissantes de z et dont les coeffi-
cients A,, A,, ... sont des fonctions holomorphes en z,, x,, ..., x,.
On supposera que, quand on fait dans les A

z.:z‘,:...:x,.:o,

on ait
A=A =A=..=A.,=o0 (A.ZO).

Lemme II. — 1l existe m fonctions z qui satisfont a la définition pre-
cédente et qui tendent vers zéro quand x,, z,, ..., x, tendent vers zero.

En effet, soit ¢,(z) ce que devient ¢(z) quand on y fait
T =3 =...=Xy=—0.

Si I'on représente les parties réelle et imaginaire de z par les coor-
données d’un point dans un plan, on pourra toujours tracer dans ce
plan un cercle C ayant pour centre le pointz=o0 et dont le rayon R
soit assez petit pour que ¢,(3) nes’annule pas a l'intérieur de ce cercle,
si ce n’est pour z = o. Ceci posé, il est évident que, si I'on prend I'in-
tégrale

9.(3)

e(2)
le long d’un cercle quelconque C,, concentrique a C et de rayon R, <R,
celte intégrale sera égale & 2inm.

Soit maintenant ¢,(z) ce que devient ¢(z) quand on donne i x,,
x,, ..., @, certaines valeurs déterminées différentes de zéro. On peut
toujours prendre les modules de ces valeurs déterminées assez pelits
pour que:

1° ¢, (3) differe aussi peu qu’on veut de ¢,(z);

2° ¢, (z) differe aussi peu qu’on veut de ¢, (z);

o #1(2) g; - ' 9 (2),
3 0 differe aussi peu qu’on veut de olz)}
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4° Enfin f?"_(f‘-’d ise le long du cercle C, diff '
pOUl‘ que ?'(z) {4 prlse e ong u cercle |, diiiere aussn_

peu qu'on veut de:;f%dz prise le long du méme cercle, c’est-

a-dire, puisque cette intégrale est toujours égale & 2¢x multiplié par un
nombre entier, pour qu’elle soit égale a 2inm.

Donc on peut toujours prendre les modules de z,, x,, ..., x, assez
petits pour que ¢,(z) s’annule m fois dans I'intérieur du cercle C,,
quelque petit que soit le rayon de ce cercle. .

Donc il existe m fonctions z,, z,, ..., 3, de &,, z,, ..., 2, qui
anoulent la fonction ¢ (z) et qui tendent vers zéro quand x,, z,, ..., ,
tendent vers zéro. C. Q. F. D.

Lemume III. — Les m fonctions z,, 3, ..., 3, sont algébroides de degre
men x,, Ty, ..., Tp.

En effet, les m fonctions z,, 3,, ..., 3, sont définies par les m équa-
tions

(1) ?(s)=0, 9(n)=0, ..., o(sml=o0.

Je vais d’abord remplacer le systeme (1) par un autre systéme équi -
valent. A cet effet, je poserai

SJlo) =(e—3z)(v—12)...(v— 3a),

s =4,
Ao=3L -

Je poserai en outre

_Vels)fis)
B=2"FfG "

i=m
?

(sfi3)

Ji(3i)

i=1




1l est clair que le systeme

(2) B,=o, B.,=o, ..., B.=o0

est équivalent au systeme (1).

Les B sont symétriques par rapport a z,, 3,, ..., 3,. De plus, ce
sont des fonctions entieres par rapport & ces variables. En effet, les
dénominateurs f,(3;) ne contiennent que des facteurs de la forme
%;— 5, ¢t ne contiennent ces facteurs qu’a la premiere puissance. Donc
les B seront égaux aux quotients de fonctions holomorphes en z,,
Bay oves Bmy Lyy Tay - .0 T, par le produit de tous les facteurs tels que
3; — z4. J'aurai donc démontré que les B sont eux-mémes des fonctions
holomorphes en 3, 2,3, ..., 3, Z,, 23, ..., &, si je fais voir qu’'en les
multipliant par 5; — 3, et faisant z; = z; on les annule. Or cela est évi-
dent, car, les B étant symétriques par rapport & z; et 3 z;, B(s; — 3;)
change de signe quand on change z; en s, et z; en z,. Donc il s’annule
quand z; = z;. Donc les B sont holomorphes en z,, ,, ..., z,, en 3,
B3, «..s 3, €L Symélriques par rapport h ces m derniéres variables.

Posons
S$i=2z, S$,=23z}, ..., Sa=2Z3

Ces m nouvelles variables s’annuleront en méme temps que les .
De plus, on sait que tout polyndme entier symétrique par rapport
aux sz el de degré p est un polyndéme entier en

_ S, S, ..., S sipSm,
et en
S, S ...y Sy sip2Zm,
Donc les B seront des fonctions holomorphes en §,, S,, ..., S, z,,

Lgy oves Lne
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Les S sont donc définis en fonction des 2 par m équations dont le

second membre est zéro et les premiers membres sont des fonctions
holomorphes en S,, S,, .... Sy @y, Xa, ..., &, qui s’annulent quand

S|=81:.. O T =T =... = Zp—= 0.

Donc, en vertu du théoreme de MM. Briot et Bouquet, les S seront
holomorphes en @,, x,, ..., x,si le déterminant fonctionnel des B par
rapport aux S ne s’annule pas quand

$=8= ..=S=r.=25=...—xr,—o0.

Il faut donc calculer le déterminant fonctionnel des B par rapport
aux S pour ce systeme de valeurs, et pour cela calculer, toujours pour
les mémes valeurs des variables, les dérivées partielles

dB,
dS
1°Sik<m—p—+1,
dB, _
asy
En effet, si dans ¢(3) on fait
L X =ZT=. .. == Xa=0,

9 (z) devient
23”4 A 3™ -

De méme on a, quand les = s’annulent,

N s s (20 +'="'A.+. B f(5)
» s fil3) o Jila)

i=

(3) B I

Le premier terme est homogene et de degré m — p -+ 1 par rapport
aux z, le second homogene et de degré m — p + 2, etc.

Donc, si I'on exprime maintenant les B en fonction des S, le premier
terme de B, dans le développement (3) donnera un terme en S,_,,,
et des termes formés par le produit de deux ou plusieurs des S, tels que
k<m — p + 1, mais il ne donnera pas de terme en Sy, (k<< m —p +1)
et indépendant des autres S. Les termes suivants du développement (3)
n’en donneront pas davantage pour les mémes raisons..
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‘DoncB,, développé en fonctiondes S, ne contiendra pas de terme enS;.

Donc
@, _,
sy —
Donc le déterminant fonctionnel des B par rapport aux S se réduit,
au signe pres, au produit des
dB,

dsn—p-o-u )

Il suffit-done, pour faire voir que le déterminant n’est pas nul, de
montrer qu'aucune de ces dérivées partielles ne s’annule.

Pour calculer d:B" » reportons-nous au développement (3) et cher-
m—p+1

chons d’ou peut provenir,dans le développement de B,en fonction des S,
un terme en Sp_,.,. Il ne peut venir que du ;premier terme du déve-
loppement (3), que nous appellerons pour abréger T,, car les termes
suivants de (3) sont homogenes par rapport aux z et de degré supé-
rieura m —p + 1.

Il suffit donc de s’occuper des termes provenant de T,; on a

T,= 1,5.;,+| + 6,

§ étant une fonction deS,, S,, ..., S,,_, qui s’aninule avec ces variables,
et c'est a, qu'il s’agit de calculer. Comme «, est une constante indé-
pendante des z, il suffira de calculer sa valeur en donnant aux z des
valeurs quelconques, par exemple les racines de I'équation

2" 2~ —1—o,
Tous les S, sont nuls, et S,,_,., = m —p -+ 1. Donc
Tp=ap(m —p +1).
. v 1, .
20T, = l,.f j,f(‘v()v)dv,

cette intégrale étant prise le long d’un cercie de rayon suffisamment
grand. En cffet, le résidu de la fonction sous le signe / par rapporta la
racine ¢y = z; est

Or, on a

37 fulziy,
. Jilz)
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La somme des résidus de cette fonction est donc la somme de ces -

. Y . T . . 5
quantités, c’est-a-dire 7—: Or, dans le cas particulier ou nous nous

sommes placés,

Jlo)=v— o —1,

Jelv)=Chomp, ouCh=m(m—1).. (m--p+1).

Donc
r . omm--p
Z_:”ﬂT’:C:','fVT—_W""—:TdV’ ‘
1 . ot g™ P
—Cr .
L mT,=Ch fv" rdv + CP i dv.

La premiere intégrale est nulle; en ce qui concerne la seconde, la
fonction sous le signe [ est développable (puisque le rayon du cercle
le long duquel on prend I'intégrale est trés grand) en série ordonnée

. . . 1 ) . 1
suivant les puissances croissantes de - et dont le premier terme est -

Ce premier terme donnera une intégrale 2in, les autres une intégrale
nulle. Done

Chi A

— M2 =Cl
m—p-+1

1 o .
i 2nT,=12ixCl, T,=1Ch, «=
Donc les @, ne sont pas nuls; donc le déterminant fonctionnel des B
par rapport aux S ne I'est pas non plus; donc les S sont des fonctions
holomorphes en x,, #,, ..., Z,. .
Les m valeurs de z, a savoir z,, 2, ..., 3,, satisfont & une équation

2 Al ™+, +Az+A,=o,

olt les A’ sont des polyndmes entiers et symétriques par rapport a
S(s Zas ++ s 3,3 Ces polyndmes sont donc aussi des polyndémes entiers
par rapport 4 S,, S,, ..., S,, et par conséquent des fonctions holo-
morphes en ¢, x,, ..., x,.

C'est dire que les m valeurs de z sont algébroides de degré m en

Y

Lyy Tgy o oy Tpe C.Q. F.D.
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La démonstration précédente suppose que I'équation

¢(z)=o0
n’a pas de racines multiples; mais il est facile de I'étendre a ce cas
d’exception. ’
Soient encore, en eftet,
f(o)=(v—35)(v—2)...(¢v— 2a)
et
darf
. f'(u) = a—;’;,

ou z,, 34, ..., 3, représentent pour un instant des quantités quel-
conques, et soit encore
S, =230
S(v) et f,(v) sont des polyndmes entiers par rapport a ¢ et aux S.
Soit maintenant

ZiﬂB’———f?(})({:P)(—vz dv,

cette intégrale étant prise le long d’un cercle de rayon assez petit pour
que ¢(v) soit convergent pour certaines valeurs des x ct assez grand
pour contenir les m racines de I'équation

9(v)=o0

pour ces mémes valeurs des .

Supposons, de plus, qu'on ne donne a Zyy Bas ...y 3, que des valeurs
dont les points représentatifs soient compris a I'intérieur de ce cercle.

Cela est toujours possible. ‘

Cette intégrale est une fonclion continue des S et des x, et 'on-a vu
que dans le cas ol tous les z sont différents, c’est-a-dire ot les S ne
prennent pas certains systemes particuliers de valeurs, cette intégrale
se réduit a une fonction holomorphe des S et des . 1l en est donc
encore de méme dans le cas ol les z cessent d’étre tous différents.

Pour exprimer que les z se réduisent aux m racines de I’équation

9{z)=o0

en tenant comple de leur degré de multiplicité, il faut encore écrire
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que les B, sont nuls, c’est-d-dire qu'il faut égaler & zéro les mémes
fonctions holomorphes des S et des # que dans le cas ou il n’y a que
des racines simples, c’est-a-dire que la démonstration précédente
s’applique.

CoroLrLaire I. — Si ¢ est une fonction algébroide en z, x, x,, ..., x,
telle, qu’une de ses valeurs s’annule quand on a a la fois

Z2 =X =Z3=—=...=a=0,

mais qu’aucune de ses valeurs ne s'annule, quel que soit s, quand on a
a la fois
Ty =Z1=...=Tg=0,

si z est défini en fonction des x par I’ équation
=0
z est une fonction algébroide en x,, x,, ..., x,.

En effet, la fonction ¢,-étant algébroide en s, x,. r,. . ., z,. ost
donnée par une équation

"+ A 9" ' +...+ AP+ A, =0,

ol les A sont holomorphes en 3, x,, x,, ..., Z,.
L’équation ¢ = o est donc équivalente a I'équation

A, —o.

Mais A, est une fonction holomorphe en z, x|, ..., x, qui s’annule
quand toutes ces variables s’annulent, puisque ¢ s’annule dans ce cas,
mais qui ne s’annule pas, quel que soit z, quand tous les  s’annulent,
puisque ¢ ne s’annule pas dans ce cas.

Donc A, contient un ou plusieurs termes contenant une puissance
de z et indépendants des x.

Si z™ est celui de ces termes dont le degré est le moins élevé, on
retombe sur le cas étudié dans le lemme précédent, et z est une fonc-
tion algébroide de degré m en x,, x,. ..., x,. C. Q. F.D.

Cororrare Il. — St, dans une fonction holomorphe ¥ en x,, ,, ..., x'»
on substitue a la place de ces variables n fonctions @i Pas -+ Pa de pra-
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riables nouvelles y,, ya, ..., ¥, algébroides par rapportéy,,ys, ...,y
et s’annulant avec ces variables, la fonction T devient une fonction algeé-
broideen y,, ys\ ..., 7,-

En effet, les fonctions ¢,, ¢, .. ., p, sont respectivement susceptibles
de m,, m,, ..., m, valeurs différentes. En substituant dans F un sys-
teme quelconque de ces valeurs, on donne a cette fonction

m,m, ... m,= M valeurs différentes.

Soient F,, F,, ..., F, ces valeurs. Les fonctions

i=N =¥ i=M

Y r, EF oy Y F
i=1 i=}
sont holomorphes par rapport aux différentes valeurs de ¢,, ¢,, .... p,.

De plus, elles sont symétriques par rapport aux différentes valeurs
de ¢,, aux différentes valeurs de ¢,, etc.
Donc, en appelant S,, la somme des p‘“‘“" puissances des diverses

valeurs de ¢,, S,, la somme des pi™* puissances des diverses valeurs
i=N

de ¢,, les fonctions zFf sont holomorphes par rapport aux S, c'est-a-
i=1

dire (puisque les S sont holomorphes par rapport aux y) holomorphes

par rapport aux y. C'est dire que la fonction F elle-méme est algé-

broide en y,, ¥a) -+ Y- C. Q. F.D.

Lemue IV. — $i 9., 932, ..., 9, sont p fonctions holomorphes en
Zyy Zys eees Bpe &4y Ty .. .. Tn, Si ces fonclions s'annulent quand on
annule tous les z et lous les x, st les équations

P=@Pr=...=9p=0

restent distinctes quand on annule tous les x, si I'on définit les = en fonc-
tion des x par les équations

PI=@2==...==@Qp =0,

les p fonctions ainsi définies sont algébroides.
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En effet, supposons p= 2 pour fixer les idées; z, et z, sont alors
définis par les équations -

=0, @,=0;
. et 9, ne peuvent s’annuler identiquement tous deux quand on fait
o€t g p q q
5 =X, =& =...=%y =0,

car alors les équations
: p=p=o

cesseraient d’étre distinctes quand on annulerait tous les x et se rédui-

raiént toutes deux a
33— 0.

Supposons que ce soit p, qui ne s’annule pas identiquement quand

on pourra (Lemme [II et Corollaire I) tirer de
=0

3, en fonction algébroide de z,, 2, x,, ..., @,.

Substituons cetle valeur de 3, dans ¢,; cette fonction deviendra
algébroide en 3,, x,, ,, .. ., x, (voir Lemme Ill, Corollaire I". L’équa-
tion

9,:0

adonc un premier membre algébroide en 5,, 2, ,. . .., z, et qui s’an-
nule avec ces variables. De plus, ¢, ne s’annule pas, quel que soit 5,,
quand x,, 2,, ..., z, s’annulent. Ce serait dire que les équations

cessent d’étre distinctes quand les x sont nuls. Donc 3z, est défini par
I’équation ¢,=o en fonction algébroide de x,, ,, ..., x,. Il en est
de méme de z,, puisque rien ne le distingue de z,.

Le lemme est donc démontré. -

Remarque. — On remarquera que dans le lemme précédent on est




(16)
obligé de faire une restriction, puisque I’on suppose que les équations

PI=F2=...=Pp=0

restent distinctes quand les x s’annulent.
Les deux lemmes qui vont suivre ont pour but d’examiner ce qui se
passe quand cette condition de restriction n’est pas satisfaite.

LemmE V. — Si une fonction z est définie en fonction de xz,,x,, .. .,
x, par une équation
¢= o
dont le premier membre est une fonction holomorphe en z, x,, x,, ..., x,
s'annulant avec ces variables, on peut exprimer z, x,, ,. . . ., , par des
Jonctions algébroides de n variables auxiliaires p.,, p.s, . .., 1, Sannu-
lant avec ces variables.

En effet, toutes les dérivées partielles de ¢ ne sont pas nulles, sans
quoi cette fonction serait identiquement nulle. Supposons que toutes
les dérivées partielles d’ordre m ne soient pas nulles, mais que toutes
les dérivées d’ordre inférieur 4 m le soient. .

Si parmi ces dérivées d’ordre m qui ne s’annulent pas se trouve
d=¢
dx™
Ly, Tys .oy Ty

» par exemple, on pourra exprimer x, en fonction algébroide de z,

z'l—":j‘(z’ Zay Tyy -+ -‘y xu)c
et alors il suffira de poser
=y Zr= oy Ty= [y, ...; == [Lns
xl=f(f‘-h Bay L3y < o0y [‘n)

pour satisfaire a I'énoncé du lemme.
Si I’on a, au contraire,
ey ¢_i_"_<p . _d=e

T d = da

=0,

on posera
3 = )\l"I‘ —+- l,y, -+ ..o+ ). e M'ry.’.l

Zy =) F @)t Qe Yasy

= a1 )1 + %)+ .. .+ Anart)nere
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On pourra toujours choisir les X et les « de telle sorte que leur déter-
minant ne soit pas nul et qu’apreés la substitution

s

o.
m <
dJ n+1

On aura alors y,., en fonction algébroide de y,.¥a ..., v,

_7'.+.=f(]'n]'n . -,}’.},

et il suffira encore de poser

yl=H|) Y= Ua, ceey Ju= Y

i=n

z = Ekw A i f (0 Py oo v e )y
i=1

i=n

x, = 2 Q,ilhi + )\u-o-lfo

i=1

i=n

Zn= Z G ifhi+ dag f

i=1
our satisfaire a ’énoncé du lemme.
P

Remarque. — 1l faut remarquer que cette nouvelle maniére de défi-
nir la fonction z ne nous en fait connaitre qu’un élément plus restreint
que ceux que les lemmes III et IV nous permettaient d’étudier. Des
fonctions algébroides définies par ces lemmes nous connaissions un
élément limité par ces conditions que les modules de x,, x,, ..., x,
restent respectivement plus petits que certaines quantités données.

Les éléments définis par le lemme V seront restreints encore par

d’autres conditions, par exemple que, les modules des  restant plus
. . o s 4 Ty X In
petits que certaines quantités données, les modules de =, =, ..., =
x, r, X,

soient eux-mémes plus petits que certaines quantités données.

Lemme V1. — Si p fonctions 3, z,, ..., 3, de n variables x,, x,, . . .,
x, sont défintes par p équations
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dont les premiers membres sont des fonctions holomorphes en z,, 3,, .. .,
Zps Ty, Xy, + o0y Lo €l S’ annulant avec ces variables, les fonctions 3, , 3,, ...,
3, et les variables anciennes x,, z,, .. ., x, peuvent s’exprimer par des
Jonctions algébroides de n nouvelles variables convenablement choisies
Bos fs o - o o €8 qui s'annulent avec ces nouvelles variables.

En effet, supposons p = 2, pour fixer les idées; z, et z, sont alors
définis par les équations
=0, @,=o0.

En vertu du lemme V, on peut tirer de ¢, = o les z et les x en fonc-
tions algébroides par rapport 3 n + 1 nouvelles variables que nous
appellerons v,, v,, ..., v,,, et s'annulant avec ces variables. Substi-
tuons ces valeurs dans ¢,; cette fonction deviendra une fonction algé-
broide de v,, v, ..., v,,, (Lemme III, Corollaire II).

On a donc
O7+ Aw 9T 4.+ A+ A= 0,

ou les A sont holomorphes en v,.v,, ..., v, v..,. Donc, égaler o, 2
zéro, c’est égaler A, a zéro.
Or, en vertu du lemme V, on peut.tirer de

A.=0

Vis Y2, « s Va,y €0 fonctions algébroides de n variables nouvelles p,,
[as - -+ s €t s'annulant avec ces variables.

Done, les z et les  étant des fonctions algébroides des v, qui sont
des fonctions algébroides des u, sont des fonclions algébroides des p.
De plus, zet les x, s'annulant quand on annule les v, qui eux-mémes
s’annulent quand les p sont égaux a zéro, se réduisent a zéro quand

on fait ‘
= pa==...== Uy== 0, C. Q. F. D.

Remarque. — La remarque relative au lemme V s’applique également
au lemme VI. :

Généralités.

Nous nous proposons d’étudier les propriétés d'une fonetion z de
n variables @, @5, ..., @n qui est liée  ses dérivées partielles du pre-
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mier ordre, que nous appellerons

_dz _dz _ dz
P P v P g

pal' une l‘elaﬁon de la fOl‘me
F(I, Ly Ly o« vy Xy Pupn .- -yPn) —=o0.

Nous supposerons, pour simplifier, que F est un polyndme entier par
rapport a 3, aux p et aux x, et nous poserons, conformément & I'usage,
Z:E, x,-: —(-I-Ij, Pi: i!‘_.

ds dz; dpi
Nous nous bornerons, comme I'a fait Cauchy, a étudier un élément
de la fonction z, c’est-a-dire la série des valeurs que prend cette fonc-
tion quand on donne & x,, x,, ..., , des séries de valeurs telles que, si

Gy Xay «--y On

-

sont des constantes imaginaires données,

‘ﬁu ﬁ!’ L ] ﬁu
_des constantes réelles et positives, les modules de z, — a,, x,— a,. ...,
x, — a, restent plus petits respectivement que 3,,3,, .., f3,.

On pourra toujours supposer que

A=A ==...== 0= 0O

car, si cela n’était pas, on poserait
Zy=Y1+Cy =)+, ..., Ta=)ut o

et avec ces nouvelles variables on serait ramené au cas ol les « sont
nuls. ‘ : ‘ :

_De méme on supposera toujours que la valeur que prend la fonc-
tion z quand les x s’annulent est zéro, car, si cela n’était pas, si par
exemple 2 prenait alors une valeur finie 3, on poserait

-3 =2z+ 3,
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si z prenait une valeur infinie, on poserait

1
= —
2

~

et de toute facon on serait ramené au cas ot z s’annule avec les x.

Il pourra arriver qu’on soit obligé d’étudier un élément de fonction
plus restreint encore, comme on a vu que cela avait lieu, par exemple,
dansles cas ol s’applique le lemme V (voir la Remarque).

L’étude que nous nous proposons de faire de I’équation

F=o

comprend la résolution de trois problemes.

PROBLEME 1.

Rechercher quelles sont les intégrales = de U'équation F =o qui sont
holomorphesen x,, x,, ..., z,.

PROBLEME TI1.

Intcgrer les équations différentielles

di _dz, _dx, __dxr. _ —dp — dp,

! — — —— = e g =L = e -

4) 200770 T P, T T P T Xi+pZT Xa+pal
1° Sous la forme

(5) <P|:ku (P:=lf:, cees ?,,.:k,.,

ou les K sont des constantes arbitraires, les ¢ des fonctions connues de z,
des x et des p;
2° Sous la forme

6) xi=¢,, =4 .c0s Taoe=VYu, 2:=¥ny Pr=Qury oees Pa=u,

ou les Y sont des fonctions connues de x, et de 2n constantes arbitraires.

PROBLEME lI1I.

Rechercher quelle est U'intégrale

s=flzya, ...y xa)
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qui satisfait a I'équation F = o et qui se réduit identiguement a une fonc-
tion holomorphe donnée en z,, z,, ..., x,
Bz, xs ..., Za)

quand une autre fonction holomorphe donnée en x,, ,, ..., T,

G{Zy X1y « ooy Xa)
est égale a zéro.

Le probleme peut encore s’énoncer d’'une autre maniére.
En effet, les deux équations

z—pf=0, 6=0

nous permettent, en vertu du lemme VI, d’exprimer z, x,, x,, ..., T,
en fonctions algébroides de n — 1 variables auxiliaires ., pas -« s Py,
ces fonctions s’annulant avec ces nouvelles variables, soit

5=}3| (P-l, Pray o« ".U'I—I)Q
X, = el([l-lp Py - -vp-n—l):

Le probleme III s’énonce alors :

Trouver une intégrale de I équation F = o qui se réduise identiquement
a 3, quand on y remplace respectivement x,, z,, ..., x,parf,, U, ..., G,

Cauchy et Jacobi sont arrivés & peu présen méme temps 4 ramener la
résolutiondu probleme Il celle du probleme II. Rappelons en quelques
mots les résultats auxquels sont arrivés ces deux grands géometres.

Equations linéaires.
Supposons que ’équation F = o soit de la forme

xlp|+xnpa+- . X.p.— Z:O,

ou X,, X,, ..., X,,Z sont des fonctions connues de x,, x,, ..., Z,, 3.
Les équations différentielles (4),' qui portent le nom d’équations des
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caractéristiques, prennent alors la forme

p dz, _ dz, _ dz, _ dsz
(4) X=X%" X ~ %

Supposons que le probleme II soit résolu, c’est-a-dire que I’on ait
les intégrales des équations (4) sous la double forme

(5) ?I=Ku P K’, ceay ?,.:K"

(6) xli\P!, -'-'::-'{ho cey -Z'.-|=\P._., 324‘-;

on trouvera I'intégrale que I'on se propose de chercher dans le pro-
bleme I, en substituant respectivement, dans ¢,, ¢, ..., 9. £, 6,,
6a, ..., 0, 2 la place de z, @, @,, ..., &5, ce qui donnera a ces fonc-
tions ¢ la forme -

Po(Pas Pas o+ v Paer)s Ya(fus Bay - ooy Pamr )y oo s Vu(fhis fay + ooy P )

et, en substituant ensuite respectivement, dans ¢,, ¢,, ..., $n. 7
Yar - --» Yn alaplace de K,, K,, ..., K,, on aura ainsi I’expression de z,
Z,, &y ... Tny en fonclion de z, et des p. Ce sera I'expression im-
plicite de l'intégrale cherchée, et ensuite, quand cela sera possible,
on éliminera les y. entre les équations qui constituent cette expression
et 'on résoudra par rapport a I'intégrale pour en avoir I'expression
explicite. '

Equations non linéaires.

Cauchy a fait voir d’abord, en ce qui concerne les équations non li-
néaires, que, si I'intégrale cherchée existe :

1° Les dérivées partielles du premier ordre p,, p,, . ., p, doivent
se réduire identiquement, quand on y remplace respectivement x,,
Zgy oos ®o par G, 0, ..., 0, & certaines fonctions »,, w,, ..., w, fa-
ciles 3 déterminer.

2" Si les équations

4 di__dz, _  _dzm_ —dp _ _ —dp._
(4) Spp T P T T P X pl T T Xa+pul
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ont été intégrées sous la double forme

(5) ?l::kl’ vy ?Iu':Kll’
(6) xlzth ve gy Ty \!-‘u;

nous obtiendrons I'expression implicite de cette intégrale de la ma-

niere suivante.
Dans o,, 9,. ..., 92, remplacons respectivement

3, ply P” “. 9 pu; xl’ '1‘21 . -'9 xn
par
ﬁu O Wiy o+ vy Wny By O0sy ..y Oa;

ces fonctions ¢ deviendront des fonctions des y, que nous appellerons

Yo X o5 Yo
Dans $1s Pae .+ . P2u, remplagons respectivement

KU Kl' LS ] KM’

par
- }"u]'h sy .‘r’av

NOUS AUTONS &y, Lyy « « +y Tn—ys 35 Pus Par +- -» Pu €0 fonction de z, ct
des p, et ce sera 'expression implicite de I'intégrale cherchée, si cette
intégrale existe.

Enfin, Cauchy a fait voir que, pour que la fonction z dinsi définie
représente réellement une intégrale de 'équation F = o, il faut et il
suffit que les fonctions |

=9 _ 0 dn o, dEe
§— dPl pl d‘l‘ P! dHi e pl—! d[J-g
soient identiquement nulles.

Remarque I. — On peut toujours supposer que =, w,, ..., w, sont
algébroides en ., poy .« .y puy.
En effet, les fonctions w,, w,, ..., w, sont définies par

F(BiyOisbuyevoybaytytay...,0, =0
et par » — 1 équations telles que

do_dv, d
(I‘U." = d#; @) dy‘ (O] e



(24)
Si ces n équations permettent d’exprimer les o en fonctions al-
gébroides des p, il n'y a pas de difficulté.

Si au contraire cela n’a pas lieu, on pourra toujours, en vertu du
lemme VI, tirer de cesn équations

Py 2y ooy [la_ty Wiy B3y ooy Dy
en fonctions algébroides de n — 1 nouvelles variables
Vig Vay ¢ - ey Vn—ie

On fera jouer alors a ces variables nouvelles le réle que jouaient p,,
Bas - ooy hnoy, €t il est facile de voir que $,, les § et les » s’expriment
¢n fonctions algébroides de v,, v,, ..., v,_,.

Remarque II. — La remarque qui précede ne s’applique pas aux cas
oll »,, w,. ..., w, ne gardent pas des valeurs finies quand on annule
les p..

Remarque 111 — Parmi les intégrales des équatlons des caractéris-
tiques mises sous la forme.
(5) : ?l:KI, Q1= K:, ey Qm= K!ﬂ

il y en a une, ¢,,, par exemple, qui n’est autre que le premier membre
F de I'équation F = o. Donc, quand on prendra les intégrales des
équations (4) sous la seconde forme

(6) ) x, = \Pu x:=4hy .y Pu=q’!m

on pourra remplacer partout, dans ¢,, 4, ..., $2., K;, par zéro.

Propriétés des fonctions J.

On a vu que la méthode de Cauchy pour I'intégration des équations
aux différences partielles était soumise a une restriction.

La fonction & laquelle elle conduit ne représente I'intégrale cher-
chée que si certaines fonctions J,, Js, ..., Joo, sont idenliquement
nulles.

Or Cauchy a démontré :

1° Que ces fonctions sont nulles quand on y remplace x, par

6.(#., P2y o 00y l"ﬂ—l);
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2° Qu’elles satisfont & ’équation

c’est-a-dire que, J, étant la valeur de J quand z, = 6,

I=eJ~ f P,

Supposons que I'on ait donné aux w des valeurs quelconques, par

exemple
M=M= . = g = 03

I'intégrale sera prise depuis la valeur de x,, qui correspond a x, =9,
c’est-a-dire depuis zéro, jusqu’a une valeur quelconque de cette va-
riable.

SiP,2o, il est évident que I'intégrale

fdx.é

conserve une valeur finie et déterminée, et, par conséquent, puisque

Jo=o,
que J est ldenuquement nul.
Si P,= o, mais que P; par exemple ne soit pas nul, on fera jouer
a x; le role qu’on avait fait jouer i x,, c’est-a-dire que, au lieu de ré-
soudre les équations

(5) 9=K, ..., on=Ku

en fonction de x, pour les amener & la forme

(6) =4, ‘r=1{¢s ...y, Ter=Yay, 3=V p=Ynn, ...,

on les résoudra en fonction de z;; Imtegralefdx,, p, sera remplacée

par l’mtegralefclr‘ 5-+ qui conservera une valeur finie, et les fonctions
] seront encore nulles.
Si

P=P=...=P,—=o,

-
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mais que
X,— -+ p,Z Z 0,
on résoudra les équations (5 en fonction de p;, et 2 la place de I'inté-
7 . Z
grale f dz, . on rencontrera l'intégrale f dp; Xopz’ dont la valeur

est aussi finie.

Dans ce cas encore, les fonctions J seront identiquement nulles.

On n’as donc a se préoccuper de la condition de restriction relative
aux foncetions J que dans les cas ot I’on a a la fois

P=P,=...=P,—o,

x.+p.'/,=x,+p,z:—_...':x.«p.Z::o.

PREMIERE PARTIE.
ETUDE DES CAS OU L'ON N'A PAS A LA FOIS

P=P.-—-...=P,=o,

Xi+pZ=X,+p,2=...=Xs+pZ=0.

Dans ces cas on n’a pas, comme on vient de le voir, 4 se préoccuper
de la condition relative aux J.

On suppose d'abord :

12 Qu'on veuille étudier une intégrale autour du point

- X=Xz -...=2Xp=0,
cette intégrale étant assujettie a se réduire a

B(z ey ooy Za)
quand on a
0(.2‘., Lay oo .,x.) =0,

B ¢t 5 étant des fonctions holomorphes des z qui s’annulent avec ces
variables ;
2° Que les fonctions @, w;, ..., w,_, auxquelles les dérivées p,,
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P1. - - . PaSOnt assujetties i se réduire, comme on I’a vu plus haut, quand

6 = o,
prennent, quand les x s’annulent, des valeurs finies
Yosdu o as
3° Qu’en substituant

0, 0, Oy o0y O3 J'i's Y2y vovs Ims

dans
P, P, ..., P,

x|+plz; seey xu"‘puzy
a la place de
2y iy Zay +:1y Xpy pp, p,. “e oy P.,

toutes ces fonctions ne s’annulent pas a la fois.

PROBLEME 1.

Le probleme I a été résolu successivement par Ca{lchy, par M™ de
Kowalewski et par M. Darboux.

TrtortmME DE M™ DE KowaLEWsk1. — Si6(x,, x,. ..., z,) se reduit
identiquement a x,, c’est-a-dire si l'on a a étudier une intégrale qui se
réduit a f3 pour x, = o, cette intégrale est holomorphe, pourvu que

P.So.

(Journal de Crelle, t. 80, p. 13).

PROBLEME I1.

1. Intégrer les équations (4) sous la forme (5).

Cela revient a chercher 2n intégrales distinctes de I'équation linéaire

d d d
(5) 3 X pz)— Y ZP=FY Pp=o.

Orun au moins des coeflicients de cette équation, P par exemple, est
différent de zéro.
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Cherchons donc 2n intégrales de I’équation ( 7) assujetties a se réduire -
respectivement, quand o, = o,
fil®n sy oy Ty 3, Py Pas - - <5 Pa)s
filn, zs oo Xy By Py Pry -y Pa)s

Ju(Zr x5, ..., 2, 3, PisPis s Pale

1° Ouf,, /2y ..., fan sont des fonctions holomorphes en x,, z;. ...,
Ln, Z’PJ _yupa “}’2’ e 9Pn _)’n-

2" Ou f;, n’est autre-chose que ce que devient le premier membre de
F = o quand on y fait z, = o.

3° Ou le déterminant fonctionnel des f par rapport a

Xzy Ly -« oy Xay By Piy Py ---4 Pa
ne s'annule pas quand ces variables se réduisent respectivement &
0, Oy ..., 0, Oy 71y }ay -+ -3y Jne

On peut toujours faire toutes ces suppositions.
Or, en vertu du théoréme de M™ de Kowalewski, les an intégrales
ainsi définies sont holomorphes en

Ly XTay ooy Tay By Pr—Y0s P2— Y1 -«oy Pn—Fn

et, d'ailleurs, la derniere se réduit a F.
Les intégrales cherchées du systeme (4) sont donc

‘PI:KU QJIZKS; ey ?lu—|=Ku_-—u F =K.,

Ol @4y Pas + v s Paney sontholoinorphes €N Ty, Xgy oo vy Ty By Pr—Yis o+ vs
pn - yu'

II. Soit maintenant & amener les intégrales du systeme (4) sous la
JSorme (6).

Cela revient a résoudre le systeme (5) par rapport a toutes les
variables qui y entrent en fonction de I'une d’elles, en fonction de x,
par exemple.

Or le déterminant fonctionnel des ¢ par rapport & @, ..., T 5,
Pi» -5 Pn D'est autre chose pour les valeurs initiales que le déter-
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minant fonctionnel des f par rapport aux mémes variables, qui n’est
pas nul, par hypothese. _
Donc le théoreme de MM. Briot et Bouquet s’applique, et I'on peut

eXprimer X, L3, ..., Ly 3, Pi» Par - -+ Pn €0 fonctions holomorphes
dex, etdesK :
(6) .Z:qln I::‘P:, ooy x,:q;,,, p|:¢l+l$ Ceey P-:qlu-

PROBLEME IiI.

PREMIER Cas.

Tueorime I. — Dans le cas ou

2 bz dxi

ne s’annule pas pour les valeurs initiales des variables, U'intégrale s est
holomorphe.

En effet, faisons un changement de variables en posant

(8) Y="09(x, & ..., 2a).
Puisque

LIS
(9’ EP‘ d.Z‘i

- db .
toutes les valeurs initiales des —— ne sont pas nulles: soit, par exemple,
i

df

___>o

dx, <
On pourra résoudre alors I’équation (8) par rapport & x,, et I'on aura
2y =G(y, s, - - oy Za),

G étant holomorphe.
Soient ¢, ¢;, ..., ¢, les nouvelles dérivées partielles de z par
rapport a
j, xl, LA | xl;



oD aura

dy
Pr=q dz. -+ qa.

Soient Q,, Q.. ..., Q, les dérivées de F par rapport 4 ¢,, ¢, .... ¢,
on aura
db
QI =2pl d—x‘_zo-

L’intégrale cherchée est donc assujettie & se réduire 4 une fonction
ﬁ[G(]',x,, . -,1'.),1',, . 'nxn],

qui est holomorphe en y, x,, ..., r, quand

et d’ailleurs

Donc le théoreme de M™ de Kowalewski s’applique, et z est holo-
morphe en y, z,, ..., x,, et par conséquent aussi en x,, x,. .., T,
C. Q. F. D.

Interprétation géometrique. — Supposons que I'on n'ait que deux
variables indépendantes x et y; I'intégrale

s=f{zy)
peut alors étre considérée comme représentant une surface S.
11 est facile, dans ce cas, de trouver une interprétation géométrique
de la condition (9g).
L’équation F = o signifie qu’au point

xX=y=z=0,

c’est-a-dive 4 'origine, le plan tangent P 2 la surface S est tangent a un
cone donné C.
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Dire que I'intégrale z est assujettie & se réduire a 8 quand ona §=o,
c’est dire que S est assujetti & passer par une courbe donnée A qui
passe elle-méme par P'origine, et par conséquent que le plan P passe
par la tangente a I'origine T a la courbe A.

On obtiendra donc le plan P en menant par T un plan tangent a C.
On pourra en général en mener plusieurs, c’est-a-dire que par la
courbe A on pourra faire passer plusieurs surfaces S.

Considérons une de ces surfaces. Dire que y,, ¥;, ..., ¥, sont finis,
c’est dire que le plan P correspondant n’est pas parallele & I’axe des s.

Dire que
2 P. _d_O. >0
! (I.Z‘,‘ <™

c’est dire que T n’est pas sur le cone C.
A ces conditions, la surface S est représentable par une équation
ol z est égalé 4 une fonction holomorphe d'z et d'y.

DEUXIEME CAS.

¥i» Yar -+ -1 Yn resteut finis, mais la condition (g) n’est pas remplie.

Géométriquement, c’est dire que le plan P ne passe pas par I'axe
des z, mais que T est sur le cone C.

Supposons d’abord que I'équation F = o est linéaire.

TatorkMmE II. — Dans ce cas, l'intégrale z peut s’exprimer en égalant
a zéro une fonction 9 holomorphe par rapporta s et aux x, et s’annulant
avec ces variables, pourvu que, si

Q«—':Ku sy ?n——:Ka

représentent les intégrales du systeme (4), st @,, 9as .., @ S'annulent
avec z et les x, 5 — 5 et G ne s’annulent pas identiquement a la fois quand
tous les ¢ sont nuls.

En effet, si une pa'reille expression de I'intégrale existe, elle pourra
s’écrire .
('0) . q’(?.,?,,...,q.):();

Pus Pas -« +» Pny €lant les fonctions qui, égalées a des constantes, repré-
sentent les intégrales du systeme (4), sont, comme on I'a vu (résolu-
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tion du Probleme II), holomorphes par rapport & z et aux z et s’an-

nulent avec ces variables.
De plus, ® devra étre identiquement nul quand on aura a la fois

(1) z2—pf=o0, 6=o0.

Faisons un changement de variables en prenant pour variables nou-
velles z,, ,, 2. ..., 9,; NOUS aurons '

(6) Z:l}l., x':q)‘l’ ceey xnzq/m

les ¢ étant holomorphes par rapport & x, et aux ¢ et s'annulant avec
ces variables. (Voir la résolution du Probleme 11.)
Les équations (11) deviennent alors

B=o, C=o,

B et C étant holomorphes par rapport & x, et aux ¢ et s’annulant avee
ces variables.
On trouverait I'intégrale (10) en éliminant x, entre ces deux équa-
tions. ’
Or B et C ne peuvent étre identiquement nuls, quel que soit x,
quand les ¢ s’annulent, sans quoi I’on aurait identiquement

2—B=o0, 6=0

quand

===, .= Q@u=0,

ce qui est contraire aux hypotheses faites en commencant.

On pourra donc tirer (Lemme IlI) de C=o0, par exemple, x, en
fonction algébroide des ¢; si I'on substitue cette valeur de .x, dans B,
cette derniere fonction devient algébroide par rapport aux ¢, ¢’est-a-
dire qu’elle est liée aux 9 par une équation de la forme

B" + A B" '+ .. 4+AB+A =0,

ol les A sont holomorphes par rapport aux ¢.

L’équation B = o estalors équivalenté 3 A, = o, et le premier membre
de cette équation, qui n’est autre que l'intégrale (10) cherchée, est
holomorphe par rapport aux ¢.

Donc, si I'on remplace les ¢ par leurs valeurs, A, devient une fonc-
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tion ® holomorphe en 3, z,, x,, ..., , et s’annulant avec ces variables,
et 'intégrale cherchée s’exprime en égalant cette fonction a zéro, ce
qu’il fallait démontrer.

TROISIEME CAS,

Les y restent finis, la condition (9) n’est pas remplie, mais I'équa-
tion F=o n’est pas linéaire.

Tukorime III. — Dans ce cas, U'intégrale z peut s'exprimer en éga-
lant & zéro n+ 1 fonctions F,, F,, ..., F,,, holomorphes par rapport
“@ 5, Xyy Tay oo Tpo Py—Yi» P2—Yar -+ Pn—Yn €t Sannulant avec
ces variables, pourvu que, su

?,:K., ¢!=Kh_ L ] ?uzxu

représentent les intégrales du systeme 1V, si ¢,, @5, ..., Pan S annulent
quand z et les x se réduisent a zéroetles p auxy,z — 3, py — w,, p; — @a,
« +vs Pn— Wp, O ne sannulent pas identiquement a la fois quand

PI=@1=...7=@p =0,

En effet, en raisonnant comme on I’a fait pour le théoréme précé-
dent, on verrait que pour obtenir I'intégrale cherchée il suffit :
1° De changer de variables en posant

quh, 1'1-——41:. ey x.='~]hu P|=\Pn+n ey pn:qhn

les ¢ étant les fonctions qui sont définies dans la résolution des équa-
tions (4) sous la forme (6);
2° De faire cette substitution dans les premiers membres des équa-

tions
z3—fB=o0, pp—w,=0, ..., pa—wy=0, O=0,

qui deviennent alors
B,—=o, B.=o0, ..., By,=o0, Bu.2—o,

les B étant des fonctions holomorphes de x, et des ¢ s’annulant avec
ces variables;
3° D’éliminer x, entre ces n-+ 2 équations.
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Or B,, B,, .. , B,,, ne peuvent étre identiquement nuls a la fois,
quel que soit x,, quand les ¢ s’annulent, 4 cause de la condition de res-
triction posée au début. Supposons, par exemple, que ce soit B,., qui
ne s’annule pas identiquement dans ce cas. .

On pourra tirer de B,,, =o x, en fonction algébroide des ¢; sub-
stituant cette valeur de «, dans B,, B,, ..., B,.., ces fonctions devien-
nent algébroides par rapport aux ¢ (Corollaire II du Lemme I1I).

L’intégrale s'exprime donc en égalant & zéro n—+ 1 fonctions algé-
broides des g, ou, ce qui revient au méme, en annulant n + 1 fonctions
holomorphes des ¢ ou, ce qui revient encore au méme, n -+ 1 fone-
tions holomorphes en z, x,, X3, ..., Tps Pr—Y1s P2— Y2+ ++ o1 Pn—Yn-

C. Q. F. D,

TueoriMe IV. — SI, dans le troisieme cas, z ou les p ne prennent
pas une forme indéterminee quand les x s'annulent, z est une fonction
algébroide des x.

En effet, on vient de voir que I'intégrale cherchée s’exprimait en
égalant a zéfo n + 1 fonctions holomorphes en 3, x,, =, ..., x,,
Pi—Y1sP2—Yar -++s Pn—Ya et s'annulant quand on égale z et les =
a zéro et les p aux y.

Soient
H=H=H=..=H,,..,=o0

ces n+ 1 équations. Si ces équations restent distinctes quand les x
s’annulent, on pourra leur appliquer le lemme 1V.

Mais dire qu’elles ne sont pas distinctes, c’est dire que z ou les p
cessent d'étre déterminés quand les x s’annulent. Or cela n’a pas lieu,
par hypothése; donc le lemme IV est applicable, donc z est une fonc-
tion algébroide des x. C. Q. F. D.

Remarque I. — 1l est facile, dans le cas de deux variables, de trouver
une interprétation géométrique des conditions de restriction posées
dans I’énoncé du théoreme précédent.

Dire en effet que z cesse d’étre déterminé quand x ety s’annulent,
c’est dire que la surface S passe par 1'axe des z.

Dire que p et ¢ cessent d'étre déterminés quand = et y s’annulent,
c’est dire que la surface 'S présente un point conique 2 I'origine.
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Si aucun de ces deux cas ne se présente, le théoreme IV est appli-
cable.

Remarque 11. — Dans le second cas, les n+ 1 équations
H=o0

se réduisent & une seule ol n’entrent pas les p.
Le théortme IV sera donc applicable toutes les fois que s ne
deviendra pas indéterminé quand on annulera les x.

Takorkme V. — Dans le deuxitme et le troisieme cas, l'intégrale cher-
chée peut s exprimer en egakmt s el les x a des fonctions algébroides de
n nouvelles variables p.,, Ly, ..., .

En effet, il suffit, pour démontrer ce théoreme, de se reporter aux
équations
H|=H,=. P H,,.:o

et de leur appliquer le lemme VI.
Les premiers membres de ces équations sont holomorphes par rap-

POTt A 5, Py — ¥y Pa —Yar -+ s Pn—Yn» £yr .- .s T Done 3, xy, ..., 1,
peuvent s’exprimer en fonctions algébroides de n variables auxiliaires

s Mgy cens Pone
Exemple 1. — Soit a trouver une intégrale de I'’équation
p+q=1
qui se réduise 2 x + 2® quand on y fait
Lr=x+ .
Les équations (4), qui s’écrivent

dz _dy d:z
T

ont pour intégrales

‘-‘!

2 -.‘¢‘=K|, "."“x:Klv

=)

(6

z=x-+K, y=z+K,
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En remplacant z et y par leurs valeurs (6) dans les équations
I=x+2 y=x+2a,

il vient
Ki=2, K,=2,

ou, éliminant x,

ou
(z-—x)’:(y——x)’.

On était placé dans le sccond cas, car I'équation proposée est

linéaire et
dé

df
Pd—x-+Q£_._|-——l=o.

(Vest pourquoi on est arrivé & exprimer I'intégrale en égalant i zéro
une fonction holomorphe en x, y, 5 :

(3= 2) = (y — =)
de plus, cette fonction ne s’annule pas, quel que soit z, quand

r=Yy=o0.
Dounc le théoreme IV s’applique et z est algébroide en « et en y.

Exemple II. — Soit & trouver une intégrale de I'équation
pP+q(1—23)=1
qui se réduise 3 Z quand on fait
. 2
y=x.

On est encore placé dans le second cas, car I’équation est linéaire
et la condition (g) n’est pas remplie. Le théoréme II-s’appligue donc.
Les équations (4), qui s’écrivent

dz _ds__ dy
T 1—23
ont pour intégrales
(5) s—z=K, +y—z =K,

(6) z=xz+K, y=2+K,—(z+K,)}
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en remplacant y et z par leurs valeurs (6) dans les équations

il vient

ou, éliminant x,

ou
(12) (B+y —z)—(3— z)=o0,
qui est I'intégrale cherchée, exprimée par une équation dont le second
membre est zéro et le premier une fonction holomorphe en «, y, z.

Mais ici I’équation (12) est satisfaite, quel que soit 3, quand

’ X =y =o. l
Le théoréme 1V ne s’applique donc pas.
Exemple I11. — Soit 4 trouver I'intégrale de

pPtHg=z+y,
ui se réduit 2 Z pour y = Z.
q Py p y— 2
Les dérivées partielles p et ¢ sont alors assujetties a se réduire quand
x .

y p—1 ; H
p= 13z,
g=—1752V3z.
Les valeurs initiales de p et ¢ sont 1 et — 1, et par conséquent
finies;. de plus, la condition (g) n’est pas remplie; on est donc dans le

troisieme cas, et le théoreme III s’applique.
Les équations (4), qui s’écrivent

dp _dq _dz _ dy

-_ ’
1 1 2p 1

ont pour intégrales

(5) r—p=K, ¢=p =K, prt+q—zx — y=K,
(6) ¢g=K.+p, y=K+p, 2=p+K.—K, —K..
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Si, dans les équations

rr’;”: (p—1)—3xz=o,

on remplace ¢, y et z par leurs valeurs (6), il vient

2K+ 2p =p+ K, — K, — K,.
(p—1)—3p*— 3K, + 3K, + 3K, = o.

Ces équalions peuvent s’écrire
2Ki+r=lp—1)+a, (p—1)=3p'+ 32
en posant, pour abréger,

K. —K —K,=—2,

2K, 41— f2=3p?,

l\'|3) p—= \/2K'+; — 45’

et remplacant dans la premiere équation p par sa valeur, il vient

(2Ki+1—fa)= (2—]—(:;;45 —Fz——:K.)i-

[SLEEN

(14)

Si dans cette relation on remplace « par K, — K, — K, puis K, et K,

par leurs valeurs (5), K, par zéro, ce qui peut toujours se faire, puisque
p’+q—x;y'=o;

on aura une équation entre p, ¢, x, y dont les deux membres sont holo-
morphes par rapport a ces variables.
Cette relation, jointe a

.

p+qg—x—)y=o,

définit p et ¢ en fonction de x et de y.
Si dans I'équation

x
3=
2

on avait remplacé z et x par leurs valeurs (6), puis p par sa valeur (13),
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puis K,, K,, K, par leurs valeurs (5), on aurait obtenu une équation
dont les deux membres auraient été holomorphes par rapport 4 z, x, y,
P g

z, p et g se seraient alors trouvés définis par trois équations ayant
leurs deux membres holomorphes en z, x, y, p, ¢, comme I'exige le
théoreme III.

Voyons maintenant si le théoréme 1V s’applique.

Pour cela, voyons si, en substituant dans I'équation (14), a la place
de a, K,— K,—-K,, a la place de K,, K., K, leurs valeurs (5), enfin, en
faisant = y = o, I'équation en p et en ¢ que I'on obtient ainsi est
distincte de p, + ¢ = o. Mais si, dans les expressions (5), on fait

xr=y=o,
il vient
’ K.:—P, a:—p’,

L’équation (14) transformée ne contient pas ¢; donc elle est distincte
de p, + ¢ = o, pourvu qu'elle ne se réduise pas & une identité. Or on
voit facilement que son premier membre est du degré 2 en p, tandis
que le second membre est du degré 4. Donc les deux équations sont
distinctes. Donc, en vertu du lemme IV, on peut tirer de I'équation (14)
non transformée et de

pP+Hg=x+y,

p etq en fonctions algébroides de x et de y. .
Donc z sera aussi une fonction algébroide de x et y. Donc le théo-
reme IV s’applique.

Calcul des coefficients.

Dans les exemples qui précedent, on a formé les fonctions H,, H,, ...,
H,.. qui, égalées & zéro, donnent I'expression de l'intégrale par la
méthode méme qui a servi 3 en démontrer I'existence; mais, en général,
il est préferable d’en calculer directement les coefﬁclents par le procédé
que je vals exposer rapidement.
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Equations linéaires sans terme constant.

Soit I’équation ‘
d do d

de de 9 _
x‘d.z-.+x’ x2+...+X.dx. o,

et soit 4 en trouver une intégrale qui se réduise a

ﬁ(zu Zae oo ey zn)’

quand on a
6(%.,1‘., ...,1’.): 0.

On a vu que pour trouver cetle intégrale il faut :
1° Remplacer x,, ..., @, par les expressions

(6) Ze=s ...y Za= Yus

les expressions ¢ — 3, 6 deviennent alors holomorphes par rapport d ,

et @y Qo vvey Poys
2° Résoudre par rapport & x, I'équation

6=o
ainsi transformée et remplacer x, par sa valeur dans I'équation

S e—p=o
également transformée;
3° Remplacer dans I’équation

9—Pp=o,

apres cette double transformation, ¢,, 91, ..., 7., par leurs valeursen
fonction de x,, x,, ..., Z,.

Si dans I’équation 6 = o, aprés sa transformation, la premitre des
dérivées partielles de 6 parrapport & x,, qui ne s’annule pas avec les x,
est —-—"'Z ; cette équation donne x, en fonction algébroide de degré m, de

dz"
D4s Pas -+ s Pamys donc ¢ est également algébroide de degré m en ¢,,
* %ay ... Gnys €L par conséquent en x,, Ty, ..., Ty
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Si, par exemple, on a

db d’6 <o
dz, = ® dz >

quand les x sont nuls, ¢ sera donné par une équation de la forme
Q'+ Aq? —+ A.: 0,

ol A, et A, sont holomorphes en z,, z,, ..., Z,.
Ce sont les coefficients des deux séries A,, A, qu'il s’agitde calculer.
Pour que ce qui suit soit plus clair, nous emploierons les notations’
suivantes.
Nous poserons

du du du
Au—X. +X,d’ +X,.d7.,

u étant une fonction quelconque
A'u = A(Au), ..., A"u=A(A"u).

De plus, nous remarquerons que, dans les calculs qui servent a4 dé-
montrer I'existence des fonctions A,, A,, on a employé deux systemes
de variables :

(14) Ziy Xzy ooy T

('5) Ziy Pty - -y Pa—i.

Nous représenterons les dérivées partielles par le symbole & quand les
variables (14) seront choisies comme variables indépendantes, par le
symbole d quand ce seront les variables (15) qui joueront le méme role.
Cela posé, voyons d’abord ce que signifient les conditions
a9 0 o='0 om0

(16) T T T = o 1

qui doivent étre remplies pour que ¢ soit algébroide de degré m. On a

a0 dO db dq,, d§ dy, df d\]:.
oz, T dz, dx. dz, tet I dz, dz,




Or

dy, dy,
1 _ dx __dx, .
X, 7 X, T X,
Done
L] ds do
X.E;-'_X.d—m-b-. +X.d7'__A6.

Or X, n’est pas nul, on peut toujours le supposer. Donc la condition

2 _,
oz,
équivaut a
A6 = o.
De méme,
, 0%6 oX, 99
Loz Xy 0w =V
Donc les conditions
9 _ 96 _
oz, dx?
équivalent a
A= A6 —o.

Donc les conditions (16) équivalent a
A =A=...=A""'f =0, A"0Zo0.
Donc, si le premier des Af, qui ne s’annule pas avec les , est A™6,

p est algébroide de degré m par rapport aux « et s’exprime par I’équa-

tion
?“*‘ A.—d ?.—l+- .o+ A|? -+ A.: 0.

Je dis qu’on a identiquement
‘ B4 A B 4. ..+ A, -+ A== 10,
A étant une fonction holomorphe par rapport aux ., et, de plus,
AAy=AA =...=AAp_ = 0.

En effet, posons
9|= 9(1‘:, ?l, ey ?l—l)
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. et considérons 6, comme une nouvelle variable. On peut tirer x,, en

fonction algébroide de degré m, de ¢, ..., 9,_, etde§,.

Soient
. x, 2, ..., "

les m valeurs de x, ; toute fonction symétrique de ces m valeurs est ho-
lomorphe en ¢, ..., ¢,_i1 6,.
Soient

B B vy P
les m valeurs que prend 8 quand on y remplace x, par \
z, x, ..., ™.
Soient B,, B,, ..., B,_, les coefficients de I’équation
{(17) B+ Bu-if*+...+ BB+ B,=o,

a laquelle satisfont ces m valeurs de .

Ces B seront des fonctions holomorphes en &/, ...,z eteng,, ...,
®n—y» €t Symétriques par rapport aux m premieres variables. Donc ce
seront des fonctions holomorphes en ¢,, ..., 9,_, 6,.

Eliminer z, entre les équations

=0, 9—3=o,

ou I'on considere les variables (15) comme variables indépendantes,

¢’est éliminer 6, entre -
0.: o,

"+ Bu_ g™ +...+ B¢ + B,=o.
Donc, en faisant §, = o dans
By, B, ..., Ba_y,
ces fonctions se réduisent a
Ao Ay, ..oy Am.
Les A étant fonctions des ¢ seulement, on a identiquement

AA;=AA =...=AAn_,=o.
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De plus, on a identiquement
Bo=A.+ A6, B,=A,+%6, ..., Baoi=Au_.+ ) VA

les A étant holomorphesen ¢,, ¢,, ..., P, 6,. Or B satisfait identique-
nient 4 I'équation (19). Done on a identiquement

3-+ Al—l@-—|+' . -+A|ﬁ -+ A.= )\9"

A étant holomorphe en ¢, ¢, ..., Pu» 64, OU, €n reprenant les va-
riables (14), '

(18) B "+ At B+ ...+ A B+ A, =10,
A étant holomorphe en z,, x,, ..., Z,. €. Q. F. D.

L’existence des fonctions A qui satisfont A ces conditions est dé-
montrée; il reste  trouver leurs coefficients. Pour cela, nous suppose-
rons que ’on n’ait que trois variables x,, x,, x, et que

A6 =0, A620,

c’est-a-dire m = a.
Prenons le A des deux membres de I'équation (18); il viendra,
pllisqlle AA. =AA| =0, -

{19) AR+ A,AB = AA6 + 6AN

Cette équation et celles que I’on obtient en la différentiant un nombre
quelconque-de fois par rapport & chacune des variables nous donne-
ront, quand on y annulera les x, des relations entre les coefficients de
A, et de ), et ce sont ces relations qui vorit nous servir a les déter-
miner.

Si U est la différence des deux membres de I'équation (19), on cal-
culera donc les coefficients de A, et de A & I'aide des équations

0o=dU _dU_d0_dU_ &U _
~dz, " dz,  dz,  dz' _ dz.dz, "’

ol

X\Z= Xy = Xy== 0.
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Mais on peut remplacer le systeme

du _dU __dU _
dz,  dz _dz, _°

par le systeme

et le systeme

#U _dU_&U__ aU d*U d:u

dz? — 25'—: = dz3 — dx.dx,  dz dzx, = dzrdz, °

par
d'U aU U dAU _ dAU

d= = drdr, —dz — do, = dm, —NU=0

et ainsi de suite.
Ce seront ces nouveaux systémes que nous emploierons a la place des
anciens. '

PREMIER CAS.

ABZo.

Dans ce cas, 'équation U= o donne A, =o; I'équation A"U = o ne

contient que
’ A, A, AX ..., A

Les équations
o=AU=A'U=AU=...

nous fourniront donc
A, AA A ...

9. . dU . dA| 3 .
L’équation az, =one contient que A, et FEX elle permet donc de

calculer ce dernier coefficient.

L’équation dﬁ;U = o ne contient que A,, des termes de la forme

dA, dr dA dA=)

Ard et 2;.) E;.-’ ——dx.’ ey dz,
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Les équations
o dAU _daw _
T dx T dx T

nous permettront donc de calculer

o dm
dz,’ ‘dz.’
De méme, si D est le symbole d’un nombre quelconque de différen-
tiations par rapport a x, el 4 x,, les équations
o=DU=D(AU)=D(AU) =...
permettront de calculer
DA =DA=D(A}) = ..,
pourvu que I'on ait résolu préalablement le méme probleme pour les
différentielles de A,, A, A), ..., d’ordre inférieur a celui de D.
Quand on connaitra les coefficients de A, et de A, rien ne sera plus

facile que de calculer ceux de A,, et alors ¢ sera connu, puisqu’il suf-

fira de poser
o*+ A9+ A,=o.

DRUXIBME CAS.
ABZo, A6=A'0=0, A'620.

Dans ce cas, ¢ se présente sous la forme
?""" A)? -+ A[? -+ A.= o,

et I'on a identiquement

p‘+Atﬁ7+ A'ﬁ + A.= 19,
AA':|: AA,: AA.: 0, ’

On part, comme précédemment, de I’équation

U=AB + A:AB* + A,AB — AA§ — 6AA= o
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el des équations oblenues en la différentiant, et I'on voit facile-

ment que
U=o0 donne A,

AU=o0 » A,
A'U=o0 » A,
AU=o » Al

» .

dz, — dz,’
dAU o _d_A3

dx, — » dz,’
awv_, @
dz, ~— dz,’
d AU dA)
—_—— =0 » —_—
<dg, dx,

......... » ceees

’

et, en général,
DU=o0 doenne DA,

DAU=o0 » DA,,
DA'U=o0 » DA,
DAU=e » DA,

Connaissant A,, A, et A, om connaitra done A,.

TROISIEME CAS.
A3=A\9=o0, ABZ0, AZe.
Dans ce cas, I'équation
' U=oe

se réduit A une identité.
Les équations de la forme DU = o ne contiennent plus DA,, mais
seulement des dérivées de A, d’ordre inférieur a celui de D.
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7

Dans ce cas,

AU = 3—2 = gg- =AU=o0 donne A, 2, A},
AU=o » A},
A'U=o » A,
....... » ceey
D.U=D,AU=D AU=0 » D.A,, DA, DA,

DlA’U =0 » D|A,1,
D A‘U=o0 » D A2,

D;U = D’AU = D:A’U =0 » DgA" D:A, D’Al,
D:A‘U =0 D D,A’l,
D’A.U =0 » DgA’l,

-------- . » seos e

Dans le Tableau précédent, D, est le symbole d’une seule différentia-
tion par rapport & x, ou & x,, D, celui d’une double différentiation
par rapport aux mémes variables, etc.

Il est a remarquer que I’on a ici plus d’équations qu’il n’en faudrait
pour déterminer les inconnues que ’on cherche; mais elles sont évi-
demment compatibles, puisque I'existence des séries A,, A,, X est dé-

montrée.

Il est plus rapide de calculer de la fagon suivante. Introduisons une
nouvelle variable «, et supposons que I'on ait & rechercher des fonctions
A,, Ay, A de x,, x,, x, et a satisfaisant aux conditions

(B+ay)+ A/(B +ay) +A=126, AA,=AA,=o,
- étant une fonction donnée de x,, x,, x, telle que
AyZo pour =z =x,=2z,=o0.
Dans ce cas, si

U=A(B+ay)'+AA(B+ay)—A(M) =o,
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I'équation
o= g- donnera A,
o=AU » A,
o—= AU » Al
..... .. » vey
Y
do’ da
o= d’AU » @—’
da? da
0— dA'U ) (_ﬁﬂ,
da dx
......... » ,
d'U . dA,
0= gz » az.’
dAU di
= dz; dz,’
dau dAX
= dm dz,’
eeeecoes » Ceene

En général, la série d’équations

o=-£-DU=DAU:DA'U= ..
da

nous donnera
DA,, DA, DAA, DA, ...
Il est & remarquer que A, est un polyndme dn premier degré, A un
polyndome du second degré en a.
Quand on aura ainsi trouvé A,, A,, A en fouction de a, x,, x,, x,,
on y fera @ =o, et I'on aura les valeurs cherchées de A,, A,, A en

fonction de x,, x,, z,.
QUATRIEME CAS.
AB=A6=Af =0, A'62o0.
Dans ce cas, posant encore

U=A(p+ )+ AA(B +ay)+ A A(B -+ ay) — A(M) =o,
7
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on calculera les coefficients de A,, A,, X a I'aide des équations U=o0

et de celles qu’on en tire par différentiations successives.
L’équation

.i DU=o0 donnera DA,
da

‘Td' DAU: o D DA”
X

DA'U=o0 » D3,
DA'U=o0 » DA,

» .oy

et, faisant ensuite « = o, on aura les valeurs cherchéesde A,, A,, A,, 2.

Equations linéaires & termes constants.

Soit 4 trouver une intégrale de l’équation

dz dz
X|d T x; Z, x;d z

ou X,, X,, ..., X,, Z sont holomorphes en z, z,, ;. ..., x,.
Cette intégrale étant assujettie a se réduire &

Bz 23y o0y )

quand

9(.1:,, Xy eeey x.)'= 0y
cela revient a chercher une intégrale ¢ de I'équation

de

do do do
dx.

d -+ . +X.dx'+za;=o,

p.

+ X5 5~

qui se réduise & z — 3 quand § = o, ce qui se fait comme on vient de
le voir.

Si cette intégrale ¢ s’exprime par une fonction algébroide de 3 et
des x,

9+ Ap+A,=o,

A,= o est I'équation qui nous donne I'expression implicite de z en
fonction des x.
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La condition pour que le- théoreme IV soit applicable pour que z,
par exemple, soit algébroide de degré m, c’est que le coeflicient de z™
dans A,, coefficient que I'on calcule comme on vient de le voir, ne soit
pas nul.

Equations non linéaires.

Soit a trouver une intégrale de
F= o, )

qui se réduise & 8 quand. § =o0, on calculera les fonctions w,,
W3, .« .y W, auxquelles p,, p,, ..., p, doivent se réduire quand 6 = o
puw on cherchera, par Ies procedes que je viens d'exposer, n + 1 inté-

grales de dF
Z(X.-+pzz - Z(dx; pi dz)dp,

- qui se réduisent respectivement a

“"ﬁy pl — Wy, Pi_.(l"!) ceey Prn— My
quand ‘

6=o.

On obtiendra ainsi m fonctions ¢,, 9a, -.., @asy, qui seront données
par des équations de la forme

O+ Au—i 97 ...+ A+ Ay =0,
ol les termes A, se réduiront respectivement 2
Hl! H” ceey Hl+l’

qui seront des fonctions holomorphes par rapport 2 z, aux z et aux p.

l.es équations
B.:H,:. ..:H,:H,,_,_.:o

renfermeront 'expression implicite de I'intégrale.

CINQUIEME CAS.

Les w ne restent pas finis, mais restent déterminés quand les x s’an-
nulent.
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Si l'intégrale est assujettie a se réduire 3 B quand § = o, les w nous
seront donnés par les équations

F,=o,
dg . do
0),-—(7;—1‘1-—’—.0
ds . df
(20) i Pl
dg . df
.\(a)u—(—lz—)zi_—.,

oll ®,, Wy, ..., w, SNt les inconnues cherchées, A un parametre a éli-
miner et F, ce que devient F quand on y remplace z par § et p,,

Pas o+ o0 Pn PAT 0y, gy oo vy Ope
Si, dans fes équations (20), on fait

X=Xy =.. = Xx—=23=0,
ces équations deviennent algébriques; elles donnent donc toujours

W, [A7Y Wy )

A_I el K; = e == K—. —_ 1]
Ay Ay, ..oy Ay A, étant des fonctions algébriques des coeflicients
de F,, de 3 et de 6, qui restent finies quand ces coefficients restent
‘eux-mémes finis.
Si
. § o,

“Jis Y2« +» Pus C'€st-d-dire les valeurs que prennent w,, w,, ..., w, pour
X, =&, =...= &, = 0, sont finis et déterminés. C'est ce que nous
avons toujours supposé jusqu’ici.

Si, au contraire,
Auri=—o,

les 7 ne restent pas finis; supposons que I’on n’ait pas a la fois
A=A=...= A=A = 0;

soil, par exemple,
A 2o.
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On changera de variables, et, au lien de considérer z comme fonction
de x,, x,, ..., T , 00 considérera x, comme fonction de z, x,, ..., x,.

Soient ¢y, qa, .+ ., ¢, les dérivées de x, par rapport a z, x,, ..., @,
soient v, wy, ..., w, les valeurs que prennent ces dérivées quand on
fait § = o; soit F, ce que devient F, quand on yremplace w,, w,, ..., w,
par —':, - %,’, —%, cey — :,-’:':', puis qu'on rend la fonction ainsi
obtenue entiere en la multipliant par une puissance convenable de ', .

W, g, ..., w, seront donnés par les équations

F:=O,
l-—m’,dif-z)\%—ﬂ
ds 48 _
(I_.l'g d| ,+l ———0,
dg  d3 , 'do .
R+-(E—l-m,+ll§lm,_o,
3 dp , .do
dx.+;{“z—lb)u+;sgzm,,_-0,
ol
F,=o,
, d) , df
I*h)lz':-f-l:)\wld—x"
a8 ., db
W, + o ‘T--+)\ T
6)“-‘-0).;@-'-1 "a;—-——o,
doil
_l____—m',__-—m',___. ._-—m',,__o_):,__
AT A T A T T A T A

Wy, Wy, ..., @, restent donc finis el déterminés quand

Xy == ...==Zy =0

il en résulte que I'on est ramené aux cas déja étudiés, et que 1'on peut
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obtenir I'expression implicite de I'intégrale en égalant 4 zéro n + 1 fonc-
tions holomorphes en z, x,, Z,, ..., Ta, ¢ — T1, Ga— Vay co0r Gun— Yas
7is Tar ++» 7 €tant ce que deviennent o', @y, ..., w, pour

T=z=...=z.=3z=o.
C’est une propriété analogue au théoreme III.
Exemple. — Soit ’équation
pi—pi=1,

et supposons qu’on veuille étudier I'intégrale de cette équation, qui
est assujettie a se réduire &
22,4+ 23 .

quand on y fait
Xy =2 + 2z},
», et w, sont donnés par les équations

wl—o;=1, 2422,=a,+ (1 +22);

on en tirerait deux valeurs de w, et deux valeurs de », en fonctions
de x,, et il est aisé de voir que, quand =, s’annule, I'une des valeurs
de w, et I'une des valeurs de w, deviennent infinies.

Considérons alors &, comme fonction de x, et de 3.

Soil
S d-l'g dx;
q = d_x.' q:= a3
d’olr
= -——q-IQ = L-
=g PTG
L’équation donnée devient
. q: —1= q:v

et il s’agit d’étudier I'intégrale de cette équation, qui se réduit a
x, + «? quand on fait 3 =x, + 22}; w, et v, sont alors donnés par

wl—wl=1, 1+2x =0, +o,(2+22)
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qui, pour x, = o, se réduisent a

yll! _71’3:‘, '::7'|+2712'

d’on
7.—0 YV, =1
dF .
d—q._aq._l, (T-_.zq,, A=—3+ 22+ 2},
db _
a‘;.—-'l‘*‘th d -_
Pour x, = o, il vient
~(_ﬂ_" _ dF ds do

dll. =12, ‘—I—&—’_o, 'd?.:'l, d—z—--—-l,
et enfin
dF df dF df
dg. dr T dg &z ¢

Donc la condition (g), qui se réduit ici a

dF dy _ dF df,
dq. dx, " dg, dz <
est remplie.
Donc z, est fonction holomorphe de x, et de z.
Soient

i 3 4...
2

r
(a1) =&+ 13+ '—';x3+s.x.z+ -

les premiers termes de la série qui représente cette fonction. ¢, est
nul; ¢, est égal & 1, comme on I'a déja vu; quanta r,, s,, ¢,, nous les
obtiendrons de la maniére suivante. Différentions

¢—gi=1
par rapport a x et & 3, puis faisons £ =3 = o; il viendra
(22) @ir—¢:8=0, ¢$i— q:ti=o.
Faisons maintenant dans (21)

=2+ z), 3=28+ 2},
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et égalons les coefficients de «}; nous aurons
r
(23) 1= =+ 2s+ah+q,

mais, si nous remarquons que, pour x,=o, ¢,=1, ¢, = 0, DOUS
verrons que les équations (22) et (23) se réduisent a

1
rn=—s=o, t,:;-

Donc ¢, n’est pas nul; donc,'en vertu du lemme I1I, z est algébroide
de degré 2 en x, et en x,.

Interprétation géometrique. — A quoi correspond géométriquement
le cas que nous venons d’examiner quand on n’a que trois variables
x,, x, et z et que, par conséquent, toute expression de z est fonction
de xz, et de «x,? :

Il est aisé de voir, en se reportant i ce qui a été dit & ce sujet a
propos des cas précédents et reprenant les mémes notations, que le
plan tangent P, mené par la droitc T au cone C, est alors parallele a
I’axe des z; mais, comme il ne peut étre en méme temps paralléle aux
trois axes de coordonnées, on peut toujours employer un artifice, qui
consiste A étudier la surface S, non plus comme définie par une équa-
tion ol z est égalé & une fonction de x, et de x,, mais comme définie
par une équation ol x,, par exemple, est égalé a une fonction de z, et
de z. Comme le plan P n’est plus alors paralléle a I’axe des «,, 14 diffi-
culté a disparu. Tel est le sens géométrique de I'artifice analytique qui
vient de nous permettre de tourner la difficulté.

SIXIEME CAS.

@y Wgy +.., W, De restent pas déterminés quand

C'est ce qui arrive quand

AA=A=...mAy= A, =0
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et que, par conséquent, les équations

F,=o,
d3 —5 98 do
O dz, dz,’
dB d0
(“4) (‘)I'—dz’—za—x—”
dp dé
el el

ne restent pas distinctes quand on y annule les x. .

Soit 7, Y2 -.., 7, un systeme quelconque de valeurs qui, substitué
a la place de »,, w,. ..., w, dans les équations (24), y satisfont quand
les  s’annulent.

Supposons qu’on veuille étudier un élément de la fonctwn z tel que
Z,, g, ..., T, s0ient suffisamment voisins de zéro et que p,, py. ..., Pa
soient suﬂisamment voisins de ,, 75+ ..., 743 par exemple, supposons
que I’'on se trouve dans le cas de deux variables et que

z=f(2, x)

soit considéré comme représentant une surface. Puisque p, et p, ne
sont pas déterminés quand

Z=x, =x,=0,

la surface présente un point conique 4 l’origine, et ’on se propose d’é-
tudier, non pas toute la partie de la surface qui est suffisamment
voisine du point conique, mais la partie de cette surface qui est limitée
par deux courbes se croisant a I’origine.

1l est clair que 1’on obtiendra I'intégrale cherchée en égalant a zéro
n intégrales de I'équation

dF dF\ do dF (de de\ _
(25) Z(Tz‘;+p'dz)dpz Eﬁ(d—.z‘.-_‘-pid_Z)—o’
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qui se réduisent respectivement a

3 -0,
() iz~ ()
(26) { (p.—,‘,'—f—,);?;f-,— g%(”“:_i)’
(i) 2. . (= 22
quand on a 6—o

Les expressions (26) sont holomorphes €D &y, Lyy « .y Tay 3y Py — Yo
P2—Y2r «ovs Pn—"Yn-

Donc les n intégrales de I'équation (25) sont algébroides par rap-
port aux mémes variables. Si ces intégrales sont ¢, ¢a, ..., ¢ les
équations

q).:?.:...:?.:o

sont équivalentes a n équations
(29) H=H,=—...=H,=o,

o les H sont holomorphes en z,, 5, ..., Tny 35 Py — Y1s Pr—Y2s -

Pn = Tn- )
Les équations (27), jointes & I’équation proposée

F=o,

fournissent I’expression implicite de I'intégrale cherchée z et de ses
dérivées du premier ordre p,, p,. ..., p, en fonction de z,, z,, ..., Zn,
c’est-a-dire que le théoreme III est toujours applicable.
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DEUXIEME PARTIE.

ETUDE DES CAS OU L'ON A A LA FOIS

P=P,=. .=P,=o,

' X.+p.z=x,+p.Z=...=:X.+p..Z=o.

PREMIERE SECTION.
L’équation proposée est de la forme
(1) Xipi+ Xopi .o+ Xapa= A3,

ob X,, Xy, ..., X, sont des fonctions holomorphes en z,, z,, ..., x,,
exprimables par des séries dont les termes de degré zéro sont nuls et
dont les termes du premier degré se réduisent respectivement a

Mz MZsy ooy MZn

Hypothése 1. — Si'on représente les parlies réelles et imaginaires
de X, Xy, ..., X, par les coordonnées de n points. dans un plan, ces
n points sont tous d'un méme coté d’une certaine droite passant par
I'origine, ou, ce qui revient au méme, le polygone convexe a I'intérieur
duquel se trouvent les points A, X,, ..., ), ne contient pas l'ori-
gine.

Hypothése I1. — Les quantités 1,, X,, ..., }, ne satisfont & aucune
relation de la forme
Mok, 4 Myds . oo M A= A,

ol my, m,. ..., m, sont des nombres entiers positifs.

TacoreME 1. — Si ces hypothéses sont satisfaites, le module de I’ ex-
pression
Z m,l,- -— )\.

2m;— 1
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est toujours plus grand qiu’un certain nombre positif K, quand on donne
aux m; des valeurs entiéres et positives, mais d ailleurs quelconques.”

En effet :
1° Cette expression n’est jamais nulle, car, pour qu’elle le fut, il

faudrait que I’on eut
Emih— A =o.

Or, toutes les fois que m, > o, le point dont les coordonnées sont
les parties réelles et imaginaires de
2 midi — A

_f—m.- —1
est 4 I'intérieur du polygone convexe qui enveloppe tous les points A;;
or ce polygone n’enveloppe pas l'origine.
Si au contraire m, = o, on n’aura pas non plus

Mads 4+ Mydy ...+ M — A, =0,

en vertu de I'hypothese II.

Donc
E_m,k——l.>o
Zm;—l <

2° Cette expression ne tend pas vers zéro quand les m tendent vers
I'infini d’'une maniére quelconque, mais en restant entiers positifs.
En effet, supposons que m,, my, ..., m, tendent vers l'infini, de
mmaniére que
lim 2=,

m, oy

ou les a; et a, sont des quantités finies, déterminées, positives et d’ail-
leurs quelconques.

On aura
R 2 m,l,- —1I Z alk
= Sa;
Or Z;al’ est représenté par le centre de gravilé de n masses égales

respectivement & «,, s, ..., &, €l placées aux points A, Ay, ..., Ape




(61)

Ce centre de gravité est a I'intérieur du polygone circonscrit aux

poinits &, 23, ..., A,. Donc
! 2 1;7«; >

Y <O c. Q. F. D.

Donc on peut choisir un nombre positif K tel que

Zmad; — A\
mod Xm;— > K. C. Q F. D.
Taeorime 1l. — Il existe une infinité de fonctions holomorphes qui

satisfont a U’ équation

i=n

S 2% )=

i=t

ouS=x,+xy,+...4+ T,
En effet, faisons dans I'équation (2)

3=X; — X
il vient
pi=1, pr=—1,

et I'on voit aisément que I'équation est satisfaite.
Soit maintenant

. .
’=f(s)=s(lf'ﬁ‘s) ok
ot H=nM +«, d’ob

78)=[s=tara]

Pl=f(S),

et, par conséquent, le premier membre de I'équation (a) s’écrira

tl viendra

nM$

S—(nM +a)8
3 —_— — =3,
I —ad

1 —aS

£18) (22— 2226) =£16)
Donc la fonction f(8), qui est une fonction holomorphe, satisfait éga-
lement a P’équation donnée.
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1l en sera de méme des fonctions
(3) K.f(S)+ Kz —z) + Ky (2, — ) +...+ K, (s — 1),
o K,, K,, ..., K, sont des constantes quelconques.

CoroLrLAIRE I. —-Parmi ces fonctions, il y en a une qui est représentée
par une série dont les termes du premier degreé se réduisent a x,.

En effet, f(S) est représenté par une série dont le prémier terme
est S.

Si donc on fait dans I'expression (3)
K|=

cetle expression devient une série que nous appellerons ¢(x), et dont
les termes du premier degré se réduisent a x,.

Cororrare II. — Si M et « sont réels positifs, H et H—a seront reels

H
positifs, et tous les coefficients de la série ¢ (x) sont réels et positifs.

Takorime HI. — Siles hypothéses I et II sont satisfaites, l’e’quation( )
admet une mtegrale holomorphe, et une seule dont les termes du premier
degré se réduisent a x,.

° Il existe une série, et une seule, qui satisfait formellement &
I'équation (1) et dont les termes du premier degré se réduisent a ,.
En effet, si une pareille série existe, on obtiendra le coefficient du
terme en

x’, 27, .., 29N,
en différentiant I'équation (1) m, fois par rapport & z,, ..., m, fois
par rapport a x,, et en égalant les x a zéro.
Posons, pour abréger,

d’"""’""""""”"'U

dzridzyps. .. dzin

DU =
on aura
DX, pr = [(Xoi (p I [(Xe ot (Pl - [(Xoda o+ (po)els

équation dont le second membre est une expression symbolique o1 I'on
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convient d’effectuer la multiplication d’apres les régles ordinaires du
calcul et de remplacer aprés opération

drvtpet. A X,
dztvdzy. . dzty

(Xo) (Xe)tre o o (X, )ee  par

k]

et de méme pour p,.
Donc on a

D(X.p,)= sznz +m.ZX'D.z+m,zx D.z +.. +m..‘;X D.z + ZB.

Dans cette expression, D,U représente une dérivée partielle de U qui
ne diftere de DU que parce qu’une différentiation par rapporth z; a é1é
remplacée par une différentiation par rapport A x,, de telle fagon que

d ([m.+m,+.. Amy—1 U

dz, dem—dxmdx™. . . dzTs

DU=

Les B sont des termes formés d’un coefficient positif d'une dérivée
de X, d’ordre supérieur au premier'et d’une dérivée de z d’ordre infé-
rieurad m, + my+ ...+ mp,.

Sil'on annule les xz, X, s’annule ainsi que ses dérivées du premlcr

ordre, exceplé —, qui se réduit a 2,. On a donc

D(X.p,) = m,)Dz + 3B,

et Dz est donné par I'équation

ZD(err) = LDZ
ou

(4) (mA+ md +...+ mA—2A)Dz + B =o.

Si I'on connait les dérivées d’ordre inférieur 4 celui de Dz, cette
équation permettra de calculer Dz, puisque

m A+ md ...+ mad,— A 2 o.
Donc, si I'on connaissait les dérivées du premier ordre, on pourrait

calculer toutes les autres et 'on ne trouverait pour elles qu’une seule
valeur.
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Or les dérivées du premier ordre sont données par I'équation

(h—A)pi=o.
SiiZr,
Pi=0;

si i =1, I'équation est indéterminée. On peut choisir pour p, telle
valeur que I’on veut, et, en particulier, on peut faire

pP= I.

Donc il existe une série satisfaisant formellement a 1'équation (1),
dont Ies termes du premier degré se réduisent 3 x,, et il 0’y en a

qu’une. :
"~ a° L’équation (2) admet également une série qui lui satisfait for-
mellement et dont les termes du premier degré se réduisent a z,, et
elle n’en admet qu’une, car elle est de la forme (1).

Les coefficients de cette série sont donnés par les équations

(5) (mi+my+...+my—1)Dz+ ZB,=o,

o les B, sont formés avec les dérivées partielles des coefficients des p
daps I'équation (2) comme les B avec les dérivées partielles des X.
Cette série nic peut étre autre que ¢(x); elle est donc convergente.
3° On peut former une équation auxiliaire qui soit de la forme (2)
et qui nous aidera a démontrer la convergence de la série définie pa
les équations (4). :

Soit, en effet,
S=z+x,+.. + a3

supposons que 1'on ait toujours

mod. Zmidi— A,

Dy > K (K éiant positil),

ce qui est toujours possible, d’apres le théoréme I.
Supposons que les fonctions X,, X,, ..., X, restent holomorphes

quand les modules de x,, x,, .. , z, restent plus petits que i(a étant
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réel positif) et qu’en méme tempe les modules de ces fonctions X,,

Xy, ...+ X, restent plus petits que —- (M étant réel positif).

Soit
MS

Xr=a—138
L’équation

X pr=14
est de la forme (2); elle admet donc une intégrale holomorphe

3 =¢(x),

dont les termes du premier degré se réduisent & x, et dont on peut
calculer les coefficients & I’aide des équations (5) ou des équations

(5 bis) K(m,+ms+...+m,—1)Dz’'+ ZKB,—o.

4° Toutes les dérivées partielles de KX, d'ordre supérieur au premier
sont réelles, négatives et de module supérieur & la dérivée correspon-
dante de X,.

5° Les D3’ sont positifs et leurs modules sont plus grands que ceux
des Dz correspondants.

En effet, supposons que cela soit vrai pour les denvees d’ordre
inférieur & celui de Dz : je dis que cela sera vrai également pour Dz.

En effet, soient B; I'un des termes B, B,; le terme B, correspondant:

Bi=hA(X,)A (3),.

ol A représente une dérivée d’ordre supérieur a 1 et A, une dérivée
d’ordre inférieur a celui de Dz ; de méme,

KB, = hA(KX,)A(3').

A, (3') est positif et de module plus grand que celui de A,(3); A KX)
est négatif et de odule plus grand que celui de A(X,). Donc KB,; est
négatif et de module plus grand que celui de B,.
Donc ZKB, est négatif et de module plus grand que celui de =B.
De plus,
K(im+m+...4+ m,—1)

9
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est positif et de module plus petit que celui de

M+ Madat-+ . o4 M — A
Donc
3 KB,
K(mi+m+...+m—1)

c’est-a-dire Dz’ est positif et de module plus grand que celui de

3B
_.Zm,-i;— ;u’
c’est-a-dire de Ds.
Or la série
2 Dz’ zmMaM . oz
1200 M1 c2ceaMiee.1.2,.,..M,

esl convergenle.
Donc la séric :
. 2 Dzzizy: . 2
1.2...M.1.2...Mae..1.2...M4

I'est également. C.Q. F. b.

DEUXIEME SECTION.

Des cas ou l'équation proposée est de la forme

Xip+Xopa+. ..+ Xopa=1Z.

X,» X3 ..., X5 Z sont des séries ordonnéeés suivant les puissanees
croissantes de ,, x,, ..., &, 3, 8’annulant avec ces variables et conte-
nant des termes du premier degré par rapport aux x et i s.

PREMIER CAS.

Soit & intégrer les équations différentielles

dr, dz, _ __dzxz,

X X T xX

ou I'on suppose les X indépendants de z et ol les termes du premier
degreé de X; s’écrivent
Zaz,-‘x:,.
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Pour cela, nous envisagerons I'équation

(|5) X|p|+ X’P1+---+x.Pn=s‘a

ou S est égalé & I'une des racines de l’ééualion

an—S 3T} &3 . e Ain
(|6) -2} au—s g oo Olan —o
L G G -ee Om—S

Nous appellerons 2,, },, ..., A, les n racines de cette équation {(16).

Hypothése I. — L'équation (16) n’a pas de racines multiples.

Hypothése II. — Si I'on représente les parties réelles et imaginaires
des A par les coordonnées de n points dans un plan, ces n points sont
d’un méme coté d’une certaine droite passant par 'origine.

Hypothése III. — L’un des A n’est pas égal & une fonction linéaire &
coefficients positifs des autres A.

LemMe I. — Si Uhypothese 1 est satisfaite, on peut ramener par un
changement de variables I'étude de I'équation (15) a celle d’une équation
de méme forme, mais ou les termes du premier degré de X,, X,, ..., X,
se réduisent respectivement a '

MZiy MTry ooy Man,
c’est-a-dire a une équation de la forme (1).
Soit, en effet, un changement linéaire de variables

' x = ﬁurl -+ ﬂn‘h*‘ O o ﬂnnru
(l']) x:=ﬁnf|+ﬁnrz+---+ By
P = ﬁm)‘\ T+ Bra)st oo+ Bunae
Si le déterminant des B n’est pas nul, on pourra écrire les équa-
tions (17) sous la forme

s Yi=YuZ +YaTrt. .+ YuZn
(18) Y1=YuZi+ YnLrt...+ Yuln

Y=Y+ Y2 Xt .. .+ faaZn.
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Les équations
dz, dz, dr, ds

—

X X TTX T 85
deviennent, apreés la transformation,

d]' ) d_?': dy'u dz

(19) m-— yu‘x‘._..._—.:mi;zs-;.

Les conditions pour que les termes du premier degré de 3y,;X; se
réduisent a },y, s’écrivent

YndutYudtn+..coYutin _ Yulta+ Yuln—+t ...+ Yl
YII - Y" e
— ludm"" 7n¢.:+- e o Yinlnn =2
Vi -0

d’otr
(e — lu)rn “+ Y. o4 AipYin=0,

A Y+ GmYia+ ...+ (“u—'lu)')’ln= 0.

- Ces équations, qui sont linéaires par rapport aux 7,;, conduisent
- pour ces variables 4 des valeurs différentes de zéro, car le déterminant
auquel elles conduisent est nul, puisque A, est I'une des racines de
I’équation (16).

La condition que les termes du premier degré de =y, X; se réduisent
a M yx permettrait de méme de calculer les ;.

D’apres un théoreme connu, I’équation (16) n’ayant pas de racines
multiples, le déterminant des y n’est pas nul. Donc des valeurs des ¢
on pourra déduire celles des .

Donc on aura pu choisir les coefficients du changement de va-
riables (17) de telle fagon que les conditions posées & I’énoncé du
lemme soient satisfaites, c’est-a-dire qu’apres la transformation I'équa-
tion (135) devienne

2yiXeqi+ ZyXiga +. ..+ ZyuXiga=S8s
ou

(20) Y.q+Yigi+.. +Yaqa=Ss3,
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dz dz dz.
q.: ;l?'-) q,:d-—-r" EREY) q,.::z;,

ou

et ol les termes du premier degré des Y se réduisent respectivement a
X'J’l’ 11,7” DRE) )cy“' C. Q. F. D.

Lemme 1. — Si Phypothése II est satisfaite pour U équation (15), elle
Uest également pour I’équation ( 20), et réciproquement.

Car I'équation (16), tirée de I'équation (15), a les mémes racines
que I’équation analogue tirée de ’équation (20).

Lemme Ill. — S'il existe une série, ordonnée suivant les puissances
des x, qui satisfait formellement a I’équation (15), cette sére satisfera
Jormellement a U'équation (20) aprés qu’on y aura remplacé les x par
leurs valeurs en fonction des y, et réciproquement. .

Lemme IV. — Pour que I'équation (15) admette une intégrale holo-
morphe, il faut et il suffit que I’équation (20) en admette une.

Car toute fonction holomorphe par rapport 4 n variables x,, x,, ...,
x, est également une fonction helomorphe de » combinaisons linéaires

de ces variables,
Yilxa -+ Yl'!‘tl +...+ 7103'"

pourvu que le déterminant des y ne soit pas nul.

Tukorime V. — St les hypothéses 1, II et 11l sont satisfaites pour
U'équation (15), cette équation admet une intégrale holomorphe differente
de zéro.

En effet, dans ce cas, I'équation (20), qui est de la forme (1), satis-
fait aussi aux hypothéses I et I, c’est-a-dire aux hypotheses I et 1I de
la Premiére Section. Elle a donc une intégrale holomorphe différente de
zéro, d’apres le théoréme III. Pone, d’apres le lemme 1V, I'équation (15)
admet aussi une intégrale holomorphe.

PROBLEME II.

Pour résoudre ce probleme, nous allons nous servir d’un .théoreme
dont I’énoncé nous a été communiqué par M. Darboux.
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Tueéorime VI. — Si lesconditions posées a l’énoncé du théoreme V sont
satisfaites, les équations .
dz, . dz,  _ d=,
X X, UT X,

ont des intégrales de la forme
L 1 kX
™_Th_ 1%
. _K-.— = -K_, —_—. o= ’i{:"
ot les T sont des fonctions holomorphes des x et les K des constantes
arbutraires.
En effet, considérons les deux équations
Xp+Xapi+. ..+ Xopa=24 3,

Xp+Xp, 4+ + Xopr =03
Soient
3= T” Z'ZT,

deux intégrales holomorphes de ces deux équations; la fonction

T
Q= —.n
satisfera a I’équation
dy dp de _
X.TA+X,¢E+...+X.H—%—0, .
c’est-a-dire que
1 1
K~ K’

ol K, et K; sont des constantes arbilraires, sera une intégrale des
équations

dz, _dz, _ _-dx, c .
X, =X, T X, . Q. F. D.
Tutorime VII. — Siles conditions posées a I’énonce du théoréme V-
sont satisfaites, les intégrales des équations
dr, dx, dz, d¢t

"27} YT:-X_,:”':_X—‘_T
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peuvent s’exprimer en égalant x,, z,, ..., x, a n forctions holomorphes
enK, 0, Kyth, ..., K, K,, K,, ..., K, étant des constantes arburaires.

En effet, les intégrales des équations (a7) s’écrivent

ot _Tr_,
K," K, ""TK™"
d’olr
(28) T,=K:vh, To=Ki¥oh, ..., T.=K}e.

Remplagons dans T,, Ty, ..., T, les x par leurs valeurs (17), puis
résolvons les équations (28) par rapport auxy; T,, T,, ..., T, ne con-
tiennent respectivement, en fait de termes du premier degré, que des
lermes €n ¥,,Ys, . .., Ya, €t aucun de ces termes n’est nul.

Donc les équations (28) donneront les y en fonction holomorphes
de KM, Kb, ..., Kirth,

Donc les « sont aussi des fonctions holomorphes de ces mémes
quantités. . C. Q. F. D.

PROBLEME 1.

DEUXIEME CaS.

L'équation est de la forme générale
(29) x.p.+X.p,+...+X.p.=z,

mais les conditions posées & I'énoncé du théoreme V sont remplies
pour I’équation
de

do do do
d—xl+X.E+...+X +Z——_.S<p.

X, "adm Ll

Tukorime VIII. — L’équation (29) admet en général n + 1 inte-
grales holomorphes.

En effet, les équations

dzx, dx, dr, dsz

X~ X 7T X Tz
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adinettent, ‘en vertu du théoréme VI, des intégrales de la forme

Donc les valeurs de z, tirées des équations

(30) T,—=o, T,=o0, ..., Ta=o0, Tap.=o0

seront des intégrales de I’équation ( 29).

. . ... dT, dT, dT, dT,,,
Or, en geéneral, les quanhtest-, Rt —ai ne seronl pas

nulles quand z et les  s’annuleront.

On pourra donc tirer des équations (30), de n + 1 manikres, z en
fonction holomorphe des . C. Q. F. D.

PROBLEME 111.

Soit a trouver une intégrale z de I'équation (29) qui se réduise a une
Jfonction donneée (1, {3, . - +» tn—y)quand on y remplace respectivement
X, Ly, «v., Ty par des fonctions données 6,, 0y, ..., 6, de o, oy ...y pa—y.

On suppose, comme dans la premiére Partie, que les fonctions ¢, 6,,

04, .., 0, sont algébroides et s’annulent avec les p.
Reprcnons les équations

i 30) T,=K i, T=Kit, ..., Toni=Kup Do,
3 =fK K, oo, Kay ),
x, :ﬁ (K| l‘g, K:t\g' ceny K.+‘ lle-l)'

(31) o= fi( K0, Ko, o Ko 00),

Il faut, pour trouver I'intégrale, remplacer dans les équations (30)
z par ¢, &y, Tay -y Tp par 8., O30 ..., 0,3 et enfin ¢ par une nouvelle

variable auxiliaire v analogue aux p.
T,, Ta» ..., Tas, devienuent alors algébroides par rapport aux p;
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Kl :V‘NT.(PL., Ky - - -y}ln—-l),
K, -——'fo'T:({J-u Uay =0 ey U'l—l)’
A Kl-!-l-_,"v_l"HTMd(y-l, Pay o+ oy {l-n—l)-

I faut ensuite remplacer dans les équations (31) les K par leurs va-
leurs (32); on y posera ensuite

= M

|~

3, &,, L4, ..., T, s'expriment alors en fonctions algébroides de p.,,
s oo vy Popegy M, ph, L., pet s’annulent avec ces variables.
P n n n

TROISIEME SECTION.
L'équation n’est pas linéaire.
Nous supposerons que, si 'équalion proposée s’écrit
F= o,

si X,, Xg0 ..., X0 Z, Py, Py, ..., P,sontles dérivées du premier ordre
de F par rapport d ,, &y, ..., Tny 3, Py Pas + - +» Pas 1'équalion

do do dg
(Xi+p, ) +(Xat+pZ) 5= + ...+ (Xa+pul) =
(33) ‘ P dps dps

d d do do
f p,—‘?—l’,ai— =P = —(2p pP+F) T =80

satisfait aux conditions posées i I'énoncé du théoreme V. .

Nous supposerons que l'intégrale que I’on cherche se réduise a
$ (45 Lase - s Py ) quand on y remplace x,, z,, ..., x,parb,, 0,, ...,
. €t que, dans le méme cas, p,, p,, ..., p, se réduisent aussi a des
fonctions connues w,, @y, ..., 0, de Ly, Loy ooy Poney-

On peut toujours supposer que, quand g, g, ..., fta—y S'annulent,
®,, W3, ..., &, sannulent aussi, car, s'ils se réduisaienta 7, 7, ...,
+n» OD poserait

=34 X+ Zrt. o Yany

et I’on serait ramené au cas ou les » s’annulent.



“Quand on fait .

=X, =2;=. ..=x.=p.=p,=...=p.=o,
ona
Xi+pl=Xs+pl=..=Xa+pal =P, =P,=...=P,=0.

Mais quand I’équation (33) satisfait aux conditions posées a I’énoncé
du théoreme V, toutes ces quantités ne peuvent étre nulles 2 la fois
quand on donne 2 z, aux x etaux p des valeurs suffisamment voisines
de zéro et annulant F, c’est-a-dire que les équations

F.—.—_o,
x.+p‘z=x,+p,z=.-.=x.+]h.z=o,
P|=P3=.--= a—0

sont distinctes, car, si elles ne I’étaient pas, le déterminant fonctionnel
des premiers membres de ces équations par rapporta z, x|, x,, ..., Z,,
Pi» Par +-+» Pa Serait nul.

Or I’équation qui correspond 4 I’équation (16) est formée en égalant-
a zéro un déterminant qui ne differe de ce que deviendrait ce détermi-
nant fonctionnel quand on y annulerait z, les x et les p, que parce que
certains termes seraient diminués de I'inconnue S.

Donc, si le déterminant fonctionnel était nul, cette équation admet-
~ trait une racine nulle. Donc elle ne satisferait pas aux conditions posées
a’énoncé du théoreme V.

PROBLEME II.
Les équations

de, _dz, _dze_ _ds___ —dp _ _ —dp,
P, P, T P, ZpP+F X+piZ T X+ pll

admettent, d’aprés ce qu'on a vu dans la deuxieme section des inté-
grales de la forme

(34) T| = K| “i, T’ = th"', eeay TM( = K,-+."’!ll+l,

ol les K sont des constantes arbitraires, ¢ une variable auxiliaire, les 2
des constantes données, les T des fonctions holomorphes de z, des
et des p s’annulant avec ces variables.
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Ces intégrales peuvent se mettre sous la forme

35 3 =f, z,=fi ciey Zn=fn
(35) Po=Srs Pr=Sfotrs -5 Pa=fom

ot les f'sont des fonctions holomorphes de K, &, K,¢™, . .., Kyyy fan+t
s’annulant avec ces variables.

PROBLEME III.

Soit a trouver une intégrale de

F=o0
qui se réduise a )
Blprs pae. oy pin)
quand on y fait
2,22 0Py Pas - - -5 i)y

Xy = 9:((‘-1, 2y oo ey Pﬂ—l)’

Tn = on(}‘-u Pay -0y F-n—l);

B et les 6 étant des fonctions holomorphes des p. s'annulant avec ces
variables.

Quand on fait .
=0, =0, ..., Tpn=0n

les p se trouvent assujettis & se réduire & certaines fonctions desp: w,,
Wy v ey Wpe
Ces fonctions sont déterminées par les équations

F(p, 0" 03, ve ey 9;, Wiy Wiy ¢« oy ﬁ).) =0,
dp _, s s o
dyq = d}h w3 d[&. -+. & Wp d[ll ’
ap ) db, db,
3 == =y o -— . —-—
(37) do = T U qe T @
dg__ o, . do . do,
dP-n—-n - d[in-o on d[l-u—l . d}‘n-l
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PREMIER CAS.

Les équations (37) donnent les o en fonctions algébroides des p.
Ce cas ne présente pas de difficulté spéciale, et I'on verra plus loin
comment on le traite.

DEUXIEME CAS.

Les équations (37) ne donnent pas les @ en fonctions algébroides
des p.
~ Les deux membres de chacune des équations (37) sont holomorphes
par rapport aux p et aux ». Donc, en vertu du lemme VI (I* Partie),
on peut en tirer les » etlesu en fonctions algébroides par rapport a
n— 1 nouvelles variables

Vig Vzy v ooy Vay

et s’annulant avec ces variables.

Donc 3, les 6 et les » seront algébroides par rapport aux v et s’an-
nuleront avec eux. On est donc ramené au premier cas.

Exemple. — Un exemple fera mieux comprendre ce qui précede.

Soit I’équation
Pi=Ppi+pi

Soit & trouver une intégrale de cette équation se réduisant &

Bi o+ el
quand
I3 = 0,
'zl'lzﬁ“:!

Zo=pd o paph
Les équations (37) s’écrivent
A w} =w! +},
3pi=o (21 + ),

3p: = 0npta + 0 e

On ne peut tirer de ces équations les w en fonctions algébroides
des p.
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Mais posons
W=V, W;=1V:;

il viendra
0l =v} 4+,
31].: —:Vl(z‘u‘ + H!)t
3#; :Vz[l-z -+ Vl{J-n
d’ol

S(3pr — 2w ) = v (3u] —2vip) + Vi,
3(3ps — vam)'= Vi(3pi — wapa vl

€quations qui définissent v, et g, en fonctions algébroides des v. De
méme, p2, p? + pp,, pd +pd s'exprimeraient en fonctions algé-
broides des v. '

CAS GENERAL.

Dans tous les cas on peut donc supposer :

1° Que les 0, B ct les w sont algébroides par rapport aux u;
2° Qu’ils s’annulent avec ces variables.

On peut toujours supposer que les équations de la forme

OF 4+ An 07 ' 4. ..+ A0+ Ay

qui définissent les § par exemple, de méme que celles qui définissent 3
et les », sont irréductibles, c’est-a-dire ne sont pas un produit de deux
équations de méme forme.

On remarquera que, pour un méme systeme de valeurs des p., {3,
les 6 et les @ sont susceptibles de plusieurs valeurs.

Soit

Frr,09 Paey o0 oy Ma—iye

un systeme fixe de valeurs des p.

Soit

ﬁn 61,05 0100 .. By 00y W0y =00y Wy

un systeme fixe de valeurs de 3, des ¢ et des w, tel qu'en substituant
dans les équations (37), a la place de

By Mar  vees Pams Py O B3 oiey Oay 04y @ay  aeny @y

Fasoy Praer o v oy Pra—iyon By B0 B0 -+ vs Onos Wiey Wayey « .oy Wa,gy

ces équations se trouvent satisfaites.
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Supposons maintenant que l'on fasse varier les p. d’'une manikre
quelconque en partant du systeme fixe de valeurs

Fiey Frr09 o0y En—t,0

pour aboulir au systeme quelconque de valeurs
Histe Pzas oo oy HRa—pe

Supposons que (3, les § et les » varient d’'une maniére continue en
méme temps que les p. en partant du systeme initial de valeurs

Bos Oies Ones <o vs Ongy Oiey. Wagey = vy Oine,
et qu’ils deviennent égaux respectivement-i
(37 bis)  Bur Bt Bus + ey By Gty Bay - eey Gm
quand les . deviennent égaux respectivement &

F'o" Fl«l, evay H-.—n,l.

Nous appellerons les valeurs (37 bés) valeurs correspondantes de p',
des 6 et des w. :
Pour résoudre le probleme IlI, il faut d’abord remplacer dans les T

Ly Xy Xay oeey Ty Pln PI’ sy Pw

ar
P ﬁ; 0., 0. ..vy O @, oy ve.y Way

il viendra .
1‘.:*” T::—'\P” ooy T”‘f’l:‘p!ﬂt

les ¢ étant algébroides par rapport aux p. Si 'on n’a substitué a s,
aux x et aux p, dans les T, que des valeurs correspondantes de f3, des §
et des w, les équations qui définissent les ¢ sont irréductibles.

On- appellera systeme de valeurs correspondantes des ¢ un sys-
teme de valeurs de ces fonctions obtenu en substituant dans les T un
méme systeme de valeurs correspondantes de 3, des 6 et des w.

Il faut ensuite, comme on I'a vu dans la Section précédente, rempla-
cer dans les équations (35) les T par les ¢ et ¢ par p,..

z, les @ et les p s’expriment alors par des fonctions algébroides

en fhy, fhay .« oy Pep—iy F-:'o F-:" couy [yt




(79)

Si 'on a eu soin de ne donner dans cette substitution aux ¢ que des
valeurs correspondantes, les équations qui définissent z, les x et les p
sont irréductibles. On dira encore que des valeurs de z, des x et des p
sont correspondantes quand on les aura obtenues par la substitution
dans les équations (35) d'un méme systeme de valeurs correspondantes
des ¢. Les expressions de z, des = et des p que I'on vient d’oblenir
donnent-elles I'expression implicite de I'intégrale cherchée?

Pour que cela soit, il faut et il suffit que I’on ait identiquement

ds s _ d_
dz, =P qn =P o g =P

1° Je dis que ces conditions sont remplies, pourvu que les p ne
prenuent pas certains systemes particuliers de valeurs.

En effet, o,, w,) ..., w, B, 6,, 0, ..., 6, ne sont pas tous identi-
quement nuls. Il en résulte que, pourvu qu’on ne donne pas a u,,
[as -« -, fn—y des valeurs qui satisfassent au moins & une relation donnée

7(ps P2y ooy pa) =0,
on n’aura pas A la fois
f=w=m=...=ay=0=06=...=6,=o.

On pourra toujours choisir les . d’une infinité de manieres, de telle
fagon que les modules de (8, des w, des 6 soient aussi petits que I’on
veut et que les pu ne satisfassent pas

y=o.

Dans ce cas, comme on I’a vu au commencement de cette Section, les

fonctions :
F, Pl, P" e ;, Pl’

X.-}_-p.Z, Xo+plZ, ..., Xo+paZ

ne s’annuleront pas & la fois quand on y remplacera 3z, les p et les
par 3, les w et les 6. Mais alors les fonctions J sont identiquement
nulles, comme on I'a vu dans les Généralités (1™ Partie); les équations
qui donaent 3, &, Z3, - .., Tns Pys Pay -+ -, Pa €0 fonclion des p sont
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bien P'expression implicite de I'intégrale, et, par conséquent,

ds dz dz
'd—_xl—-pu Ez_—-Pu cv ey a;u——pa-

Supposons maintenant que l'on donne a

Ris Ry oeey Pam
des valeurs qui annulent & la fois

Wiy O cvey Oay By 6,y 0sy ..., B

et voyons si'les expressions (ue nous avons lrouvées represenlent
encore réellement Vintégrale cherchée.

Interprétation géometrigue. — Supposons que l'on n’ait que deux
variables indépendantes x, et x,, et que, par conséquent, I'intégrale
soit susceptible de représenter une surface S.

Il s’agit de déterminer la surface S de telle fagon qu’elle passe par
une courbe donnée C, passant elle-méme par Porigine, et qu’en chacun
de ses points sou plan tangent P soit tangent  un céne donné. Nous
avons troyvé une expression de la surface S en égalant z, z,, x, &
certaines fonctions de deux variables auxiliaires g, el g,.

Si, donnant a w, une valeur constante qui n’annule pas

Wy 02y ﬁ, 6.y 0s

on continue a considérer p, comme une variable, ces expressions de s,
x,, x, en fonction dgu, et p, définiront une courbe K, passant par le
point

[z =B(w) =0(p), 2= 6:(1)]y
qui est sur Ja courbe C et que nous appellerons m, et passant aussi par
'origine.

Nous avons vu que, si la surface S cherchée existe, la courbe K,
en fait partie, et qu'effectivement, tout le long de cette courbe, la sur-
face engendrée par les courbes K, satisfait aux conditions de la défi-
nition de la surface S.

Supposons maintenant que g, tende vers une valeur qui annule 2 la

fois les , {3 etles 8, par exemple vers zéro, c’est-a-dire que le point m
se déplace sur la courbe C en se rapprochant indéfiniment de 'origine.

Dans ce cas, ou bien p, restera fini, et alors z, x, et x, tendront vers
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zéro, ou bien p, augmentera indéfiniment et z, x,, x, tendront vers
des limites finies, c’est-a-dire que, quand le point m tendra vers
Porigine, la courbe K, se rapprochera indéfiniment d’une certaine
courbe limite K,.
Il s’agit de faire voir:
1° Qu’a l'origine, c’est-a-dire quand
‘ i =0, IU-IZQ
ou quand ‘
11-120: s = 0,
la surface engendrée par les courbes K, et par la courbe K, satisfait
aux-conditions de la définition de la surface S;
2° Que le long de la courbe K,, c’est-a-dire quand

=0, p=w®,
cette surface satisfait encore i ces conditions.

Hypothese I — Supposons donc d’abord que les équations

6|=9’:..-=0._|=0
soient distinctes, ce qui est le cas le plus général. Alors, pour que
'on ait
f=wi=m=...mwa=0,=06=...=6,=o, -
et par conséquent ' .
0;FjP|:PQ=---=P.=X|+p|z=X1 +p,Z=...=x.+p.Z,

il faudra que I'on ait
(a) === =y =0,

Donc, toutes les fois que ces conditions (a) ne seront pas remplies, on
aura, 8i p,2o,

ds o odi_ ds _
dx'-—Pl, dx’—Ph LRI I E—Pn-

Hypothése 1I. — On peut toujours supposer que les parties réelles des
quantités X, As, ..., Asne SODNL positives, car on a supposé que, si a;
1
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et 3; sont les parties réelle et imaginaire de );, les points dont les
coordonnées sont a; et B; sont d’'un méme cdté d’une certaine droite
passant par l'origine, c’est-a-dire que I’on a, quel que soit 3,

A¢i+ Bﬁl> o,

A et B étant deux constantes réelles indépendantes de ¢.

Si les parties réelles des ), n’étaient pas positives, oa multiplierait
I'équation F =0 par A —iB.
" Ay Aqy vy Aguee deviendraient alors

(A—iB)A, (A —iB)A, .« +, (A —iB)Aumy,
dont les parties réelles sont
Ad. -+ Bﬁ" Aa. -+ Bp., ey Adn-ﬂ -+ Bp:.-q-u

et sont par conséquent posilives.

Cas 4 examiner.
Le cas ou I'on n’a pas

B=pa==...= kg =0
ou bien
Pn=0

ayant été examiné, il nous reste trois cas a considérer: -
P == .. =y =0, A, =®;
2° u, = 0; mais on n’a pas a la fois

P === .o = hg_y = O3
3° p, est fini et de plus

y.:p.,:...::p,_.:().

PREMIER CAS.

Rappelons de quelle manigre on a obtenu I'expression implicite de

I'intégrale. ‘ .
Dans les T, on a remplacé z, les x et lesp par B, les 6 et les w, et
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les T sont devenus égaux a des fonctions ¢ des p., définies par des équa-
tions de la forme ‘

Yr AL PP AP G+ AP =,

ou les A sont des fonctions holomorphes des p s’annulant avec ces
variables. .
On a ensuite, dans les équations

T: =K%,

remplacé les K; par ¢; et ¢ par ,, et les T se sont trouvés définis par
les équations

(38) TP 4+ AL TP . o o+ AP pfn=INT o AL i = o,

Il est clair que, sil’on annule y, ou si I'on annule les » — 1 pre-
miers p. sans rendre ., infini, on annule les T, et par conséquent z, les
x et les p. ‘

Nous allons d’abord supposer que u, tende vers I'infini en méme
temps que les autres p. tendent vers zéro.

Les équations (38) nous donnent une expression implicite de I'inté-
grale.

Dans les équations, les A sont des séries ordonnées suivant les puis-
sances croissantes des p, de sorte qu’on peut poser

' A=2y,

ol ‘
x=Kiphph... phey,
ol K, est une constante, §8,, 3, ..., B.—s des nombres entiers.

L’équation (38) pourra alors s’écrire : :

ZyTr-Euli=o.
Supposons que I’on fasse le changement de variables
(49) =S, =y, (L2=V’0E., ceey FH=V‘~—°EH, Pa=v"'E,,

ou a,, &, ..., a,_, sont des constantes dont les parties réelles sont
positives et que I'on déterminera plus loin. L'équation (38) s'écrira

alors
STENKITRK — o,

In.



ol
E= Kl T
el
d= ]ﬁ—('a.+ %—’a,+. + e;—‘—-'-a.-.—h

Remarquons que, dans cette expression,

B . B
B, ..., B

8,
sont réels positifs, tandis que «,, «,, ..., @,-,, A; sont imaginaires.

On peut toujours choisir les quantités @,, a,, ..., a,, de telle facon
qu’un ou plusieurs des ¢ soient nuls pendant que les autres ont leur
partie réelle positive.

En effet, posons

a=ha+ik, as=ha+ik, ..., G-y =Romra+ tha,

l.=n.+i§-, )‘:.=ﬂ:+ica, eevy Mgt = Mgy + [ 145

Dans ees expressions, A,, A, ..., h,_, sont des quantités positives et -
d’ailleurs quelconques, choisies arbitrairement; « et les £ sont les
inconnues qu’il s’agit de déterminer; les n et les & sont les parties
réelles et imaginaires des A.

Dans chacune des équations (38) et dans chacun des coefficients A
qui y entrent, prenons chacun des termes y et considérons le ¢ cor-
respondant

6:%—'«.+%a,+...+ ﬁ—;{-'a._.—h,

dont la partie réelle est

a(%h.+ %’Iz,+...+ e h._.)—m.

Considérons les diverses quantités

. Kn; !
(4o) Bl + p,lz,-«-?. A+ B acy’

comme

KZm;
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ces quantités ne peuvent devenir plus grandes que

mn
-1

h

k étant le plus petit des nombres 2,, &, ..., bpy;
x étant le plus grand des nombres n,, 91, .- ., N2p44 3
m, étant le plus grand des nombres m correspondant a chacune des
équations (38).
Il y aura donc une ou plusieurs des quantités (4o) qui seront plus
grandes que toutes les autres.

PREMIER CAS.
En général, il n’y en a qu’une. Soient
Bios Bros « 5 Barier Koy 74
les valeurs correspondantes de
Bis Br o vy By K, a5

- Koﬂo .
= p'-'h' =+ ﬁ:.oh:-i' cee ﬁn—!.o"u—l

on posera

La partie réelle du & correspondant sera

l‘!{ (ﬁ.,./h -+ ﬁt,oh:*—- o ﬁ....,.’l._.)d —Ne= 03

la partie réelle des autres & sera

(4') ‘é‘(pth|+pxh:+...+ pn-lhn—l)a—'ﬂh

et elle sera positive, puisque

— Kin, > K .
S = p|.0,‘|+ ‘31,chz+ oot Be—tyo Moy Bihy 4 Baha+. ..+ Ban h._,

Quant aux quantités £,, &,, ..., k,-,, on les assujettira & la condition
'Ti(pmkl -+ ﬁmk: +.oo+ Batwben) —E =0,

g, étant la partie imaginaire du X dont », est la partie réelle.
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Alors tous les 0 ont leur partie réelle positive, excepté celui qui
correspond a 3,6, Ba,05 +++s Brei,0r Mo+ 8o, et'qui est nul.
Si donc on fait la substitution (3g) dans les équations (38), ces
équations prennent la forme :

(38bis)  o=TJ + XTI IAWQ, +...+TAOFm—h 4 AP ER),

ol les A’ sont holomorphes par rapport a &,, &,, ..., §,_, et & diverses
puissances de v, dont les exposants ont leurs parties réelles positives.

De plus, dans I'une au moins des équations (38 bis), I'un au moins
des A’ ne s’annule pas avec v, quels que soient les .

.

DERUXIEME CAS.

Plusieurs des’ quantités (40) sont égales entre elles et plus grandes
que toutes les autres.

Si le nombre de ces quantités n’est pas supérieur & n — 1, il 0’y aura
pasde difficulté; mais, quel qu’il soit d’ailleurs, on pourra tourner la
difficulté, comme on va le voir.

Egalons encore « 2 ce nombre positif, qui est égal 4 plusieurs des
quantités (40) et plus grand que toutes les autres. L’expression (41)
sera encore nulle pour les ¢ qui correspondent a une quantité (4o)
égale a «, positive pour tous les autres. On posera encore

(42) é(ﬁulﬂ+‘3:k1+...+ﬁ._.k._,)-—C;:o,

-

ol I'on donnera aux § et 4 &; les valeurs qui correspondent aux ¢ dont
on vient d’annuler la partie réelle.
Si le nombre des équations (42) est

<n—1 ou =n-—i,
on pourra choisir les £ de fagon & satisfaire a ces équations, et, comme
dans le cas précédent, les équations (38) seront ramenées a la

forme (38 bis).
Si le nombre des équations (42) est

>n—1,
on ne pourra plus choisir les % de cette maniere, mais on pourra le
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faire de telle sorte que tous les d aient leurs parties imaginaires posi-
tives, excepté un nombre fini d’entre eux, que tous ceux dont la partie
réelle est déja nulle aient leur partie imaginaire positive, excepté un
ou plusieurs dont la partie imaginaire devra étre nulle.

En effet, soit par exemple

=k =...= ko

La partie imaginaire d’un ¢ s’écrit
(42 bis) -]'ilr.Zﬁ—t;,-.

Considérons d’abord ceux des & dont la partie réelle est déja nulle;
pour I'un au moins d’entre eux, §; est positif, sans quoi on changerait
Vv—1 en —y—1; done, pour ¥, =o, toutes les expressions (42 bis)
ne sont pas positives; pour £, positif et tres grand, elles le sont toutes.
On pourra donc choisir £, positif de telle sorte qu’il annule une ou
plusieurs des expressions (42 bis) en laissant les autres positives.
Considérons maintenant ceux des & dont la partie réelle est positive;
il ’y en aura qu’un nombre fini pour lesquels ‘

p< le plus grand des 2;;3:' le plus grand des K

et, par conséquent, dont la partie imaginaire peut étre nulle ou néga-
tive. Tous les autres ¢ auront leur partie imaginaire positive.
Posons maintenant

v =y},

Dans ce cas, les équations (38) s’écrivent

SEERETr—K — o,
ol
8= (1—1ib)d;
st ¢ = e+ ie, ’
o= (€ + be,) + i(e, — be).

1° Pour un nombre fini des quantités ¢,

£E=— ¢, == 03
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alors
e+ beg,=o0, ¢—be=o0, 3 —o.

2° Pour un nombre fini des quantités o,

€ —=0, €l>ov
alors
e+ be, > o,

si 5> o.
3° Pour un nombre fini des quantités &,

t>o, é. 29;
on pourra alors toujours choisir & positif et assez petit pour que
e+ be >o.
4° Pourun nombre fini ou infini des quantités d,

e>o0, ¢ >o0;

si 6>o0,
€+ be, >o.

En résumé, tous les @, ont leur partie réelle positive, excepté un ou
plusieurs qui sont nuls. Les équations (38) prennent donc encore ici
la forme (38 bis), c’est-a-dire que les T sont functions algébroides
de &, &, ..., E,-,, de diverses puissances de &, et de v,, dont les
exposants ont leur partie réelle positive, et que tous les T ne ¢’an-
nulent pas, quels que soient les &, quand v, s’annule.

CAS GENERAL.

Dans les deux cas qu’on vient d’examiner, les équations (38) ont été
ramenées aux équations (38 bis). En résolvant ces équations (38 bis)

par rapport aux x, i z et aux p, on trouvera ,
(4‘3) =0 =0, x.=0, ..., z.=0,,
P=, pr=0,) ..., Pa=&p

Ces équations donnent I’expression implicite de I'intégrale, pourvu
que 'on n’ait pas
=P =... = fa= =0 OU M,=0,
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¢’est-a-dire pourvu que
VZO, E’Zo’ E!Zo’ cey EIE(L

Les équations (38 bis) montrent que, quand les & tendent d’une cer-
taine maniere vers certaines valeurs différentes de zéro,

E?,h Ea,n ey En.o’

pendant que v tend d’une certaine maniere vers zéro, les T tendent
vers certaines valeurs finies et différentes de zéro,

Tl.h T!.n eey Tl;v-t-'."

et que, par conséquent, z, les x et les p tendent vers certaines valeurs
finies et différentes de zéro,

Zoy Zi,00 Loy ++vs T Proos Proes o - o5 Prges

Ces valeurs satisfont évidemment & I’équaiion

F(‘u Z1,00 Z2,0 1+ o3 Tr,09 Pros Pryoy o0 0y Pu.o) =0,

car F est une fonciion continue de z, des = et des p, et I'on a vu qu’on
pouvait salisfaire 2 'équation F = o en donnant a ces variables des
valeurs aussi voisines que I’on veut de

Zoy Z1,09 XL2,05 oo Tney Pros Paes ooy Pajes

Il reste & faire voir que, pour

X\ =X,ey X3= T8 0y XIn==Tn,
on a

ds ds _ ds __
ao, - P dm, TPy o Gg TP

ou que l'on peut prendre v et les & assez voisins de leurs limites pour
que

23— 8= (Z.— Z00) (Pra~t &) + (£2—Za0) (Pra+ &)+ o (Fa— Zan) (Pag+ <),

ol les modules de ¢, ¢,- ..., €, sont aussi petits que I’on veut.
12
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Or on a
dz dz dz
P|=c—1;:, P:='a;"’ iy Pa= a—h
toutes les fois que
vZo.

Considérons un instant v, £,, &, ..., £, comme des fonctions holo-
morphes (uelconques d’une variable ¢ qui tendent vers

0y a0y Esr + v es Enye N
quand ¢ tend vers zéro.
Remarque. — Remarquons qu’on peut toujours supposer que, pour
{=o,
dz dz, dz, dz,
di’ di’ de’ U de

ne tendent pas vers I'infini.
En effet, un des T est donné par I'équation

(39) Tr4 Ap T 4-. .. 4+ AT+ Aj=o0,

ot les A sont des fonctions holomorphes de diverses puissances de ¢
dont les exposants ont leurs partics réelles positives.
8i T, est la valeur de T pour = o, on aura

(T — To)"+Baes (T — T)"' ...+ B,(T—T,) + B,=o,

oi1 les B sont de méme forme que les A.

Soit t*(*#) celle des puissances de ¢ qui entre dans le dévelop-
pement de B,, ; et dont la partie réelle est la plus petite. Si tous
T—T, '

les a, sont plus grands que 1, tend vers zéro quand ¢ tend vers

zéro; or on peut toujours supposer que tous les a, sont plus grands
que 1, car, si cela n’était pas, on poserait

=1,
A étant un nombre plus grand que tous les ip et 'on aurait
{K(axHiPr) — K(ex+it)

ol Aay >1.
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Donc on peut toujourg supposer que pour ¢ =oona

ar _
'm — Y
et par conséquent
dz _ dx», _dz, = _dx._ |
- AT T = C.Q.F. D.

Cela posé, soient ¢, une valeur quelconque de ¢ 3,, x,,,, xa, -.., %,
les valeurs correspondantes de z et des x; on aura

35— 3 dt dz, P+ +. +,% .
= dr P dt’P’ T ae P

Cette intégrale existe, puisque les quantités sous le signe [ restent
finies.

Or oo peut prendre ¢, assez petit pour que p,, pa, ..., p, soient
aussi voisins qu’on voudra de p, o, Pags .-+ Pno- Done

z.—z.:(f dtfif—')(p..+e.)+ +(f dldx")(p..+e.)

les modules des ¢ étant aussi petits que I’on voudra, c’est-a-dire

3, — %= (P|,0+ El)(xm'—' xl,.) +...+ (pu.o+ 5-) (xl,l - xu,o)-
C. Q. F. D.

DEUXIEMRE CAS.

[Lis 225 -+ s Ptny De sont pas nuls A la fois (p, = o).

Dans ce cas, les équations (38) démontrent que les T s’annulent, et
par conséquent aussi z, les et les p. Je dis que I’on a ¢cn méme temps
de_ds_  _di_

: dz,  dzy” T dx, T
Pour cela, il faut faire voir que, quels que soient les n — 1 premiers p.
on peut prendre w, assez pelit pour que

2z = C.z.+ C,z‘,+. P z.nxn
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ot mod. %, <e, mod.8, <65y ..., MOd.En<6ns &, €2y ..., & €tant
aussi petit que I'on veut. Oron a

— [ g (92 dx  dsde | didm) o,
3= A tn dz, dps  dzydp, dz, dp, :
ou, puisque, toutes les fois que p, 2o,

dz dz ds |
el A A el

#mi0 d.T[
2= d, .2 i —— e
j; (il P dpa

Or, on aura pu prendre p, , assez pelit pour que, p, variant depuis zéro
jusqu’a u,, (de maniére que son point représentatif décrive une ligne
droite), on ait

mod. p;< ;.

Dans ce cas, on aura

Bmie

d /
dp.,p‘-—d—:f = C;Il, \mod. Li<< €.‘),

0
d’ou
3= 3%z ¢. Q. F. D.

TROISIBME CAS.
= 2= = = 0, (J,.><w .
En ce cas, les T sont nuls, aiosi que lesx, z et les p; je dis que

di_di__ds
d.t._d.t, T

(') Zvir la remarque de la page suivante.
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_ En effet, il suffit de faire la substitution (3g) pour étre ramené au cas
précédent. :

Remargue. —La démonstration précédente (deuxieme cas) suppose

dz, dzx, dx, fini . I el
que F PRl PRERRLE v sont finis. Or on peut toujours le supposer, ainsi

qu’on I’a vu pour le premicr cas.

Vu et approuve :
Paris, le 17 juin 1879.
Le Doven pe ra FacurLrt pEs Sciences,
MILNE EDWARDS.
Permis d’tmprimer :
Paris, le 17 juin 1879.
Le Vice-Recteur pe L’AcapEmie pe Pasrs,

GREARD.






SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Démontrer qu'un ellipsoide & trois axes inégaux peut étre la forme
d’équilibre relatif d’un corps fluide homogene tournant autour d'un
axe d'un mouvement uniforme et dont les molécules s’attirent en raison
directe des masses et en raison inverse du carré des distances.

Vu et approuvé :
Paris, le 19 juin 1879,
Le Doven pE rAo Facurtt pEs Sciences,
‘ MILNE EDWARDS.
Permis d’tmprimer :
Paris, le 17 juin 187q.
Le Vice-RecTeur pE L’AcApémIE DE Paris,

GREARD.

5436 Paris. — Imprimerie de Gaurmiea-ViLLARs, quai des Augustins, 55.


















B
Sy ,**34

"y

M

TR

]

VoL N 3

Co Dot

Ll

DUE APR 4 3029

&<




